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AVIS DU LIBRAIRE. 

i - • i . . . ' » ' 

L'Auteur a exposé le plan de cet Ouvrage ainH 
que de toutes Ub entres, pf^ftifiA de sqjk Cours , dans' 
ses Essais sur FEnsetgnement en générât^ et sur celui 
des Mathématiques en particulier » où il s est proposé 
de Hw^irçe qufHj a de ph(s pi^n «I «ff ph^ ia^p^- 
tarU sur la philosophie de ces sciences. 
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CHAPÎTKE FREMIÊR. 

De la Tngortométrîé tectlligfie. ' 

et trois cAtës. Avec trois de ces six choses , on dtftottftitf* Ida- 
\àntn un tviàngk , ponrva q«*îl t?y trouve itn eftté > f«|t t 

Si Oti ayait nne smi« de teS*wg|«s calt^iilés nlè Cilras les angles 
possibles, il se ttovrek-aic A^eAsAiéetadéM dMtts <6lte taiw te 
tnftar^lé ^al4ng/« af«c lia trfriagle <)#éi(K>nflit âtmaé y i 

Le ii>7tt« est la perpeàdiettlttiré abeiMée éb IMÊKémàté éPnm arc 
snr le rayon qai passe par Faatre extrëAilé; l6 déjtinAs «et la 

rrtie du râyùii c»ni]^« ctMr« le pirà dn MttM at la centueç 
sinus verse est la partia du «à^nk eénlflriia 4mm Fan et B 
pied da sinus ; la tangente est la peipendicnlaire ibvëa à IW- 
aéÉÊSté d'un afie , at teminée an rufitm pràlangtf qni pave par 
Tantré ektrémifrf { oa rayon protoB|^ s'appelle i iénitee ^ 4 "^ ^ 

On appeHa compi émmi d*tak aie, «m âhab aafleycaqii'iifenft aioi:t- 
ter on retrancher il cet arc , on à cet aii^, poor «n fiûia ]ai|«MirC 
da la drconfiSiràiité , on \m angle dMiii, f 

Les cosinus f i^îuàgèmBs m ^ùséemittm aont kb ainm» «ngeiitea 
et sénaniei êa» lotii edttopItfaieataiMk , 4 ^ ^ 

Le coéli^M et le rayon on« ts ttsèbiiè iap pai i <|iie' le «inna et Jk 
«Mi^enM y on <^ le tay^on et kk séeame, 6 

Le rayon est moyen proportionnel aUM' la lau y iHte et la ébtan- 
gente , on enttfë la 4ée&ÉM et H oofeinoe > ièii, 

Lt^ifiâÊti. HftHk m épi àld ièttiBa éw-ipiafÉitfa àm siimiccdtaL 

COSÎlMfiy J 

Le s^ûMé- de H soBrtfie e« der la dtitfrétMBtt de deak ane^ aM égll 
Ml sinns d«i j^VM&ier fl(iiklli|iM ^t lé çoiitti» du leeeddy pbé on 
AMîâaleMtttisdBSéedttd^leiêaeilniaAi pntagier»'la lant dlh 
visé par le rayon , ièiil. 

he èàti/ettm dé la ëàfâktàé M de ladiMiiiios dt dms an», eei ^1 
an produit des cosinns de chaconrda cet atea^ nRliafa» pina 
le iÂ*odttit dêésiiMn, le tdttldi¥{«ëpÉrlefaybii, cMC. 

Ifc «tfl ésjpresiïehi dfi dédMit le aiili» d^ia at« i^ki^k 4^mi aàtr^^ 

i:ttttdoà]lëk4iMsCM«Mrdali««^leaiMI«ll*M«ioit^^ |ô 
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On appoUe supplément d'an arc ou d'an angle ce qu'il fane y 
ajouter , ou en retranclier , poar faièe la demi-circonfërence , oa 
deux angles droits, page 13 

Un angle obtos a le même sinas que son supplément, ibid. 

Cène sont pM le» valeurs abaoluet des sinas qu'on calcule, mais 
leur rapport aveb le rayon , ibid. 

La longuear d'un arc est plus grande que Scelle de son sinus , et 
moindre que celle de sa tangente , ibid. 

Le rapport de ces deuk lignes a pour limite Vanité , i3 

JVote, Les lignes qui sont partout convexes dans le même sens , 

. fionti'd'ftatant plus r longues qq'eUes s'écartent davantage de I4 

- . lignfr drpUe , > . . . , , •*^'^* 

Comment on peut trouver d'une manière assez approchée, la lon-^ 
?. gneur de J'orc qui répond k uft. sinus très-peiit, ibid^ 

^hte* ' Séié^ qui eaqpriiae la. .tangente par le .sinus , i4 

Le sinus dn quadrans n'est autre cUose que le rayon, et le sinjus 
' du -tiers de cet ave «est -égal à la moitié du rayon, ibidi 

DeiladivisioDidu cercle, , i5 

iMBÎnasdejIa moiiié du quart de oei^le est égal à ^ y^ a , .16 

Delà coBsioaclioa des TaUés tcigonométiiquie», ibid. 

Leur «usage, '*..•• 1 .'•.•.••,. . , 1$. 

Les sinus let Jes cosinns «clrangent.deisigne, lo\;8qu*ilft .passent dan» 
« Je demi^tseicle opposé à celui dii xifi iSe jtcouyjaieAt. d'abord , , Jk3 
Les; tangente^ ptenoent leur signe conformément à leuti relatipa 
• avec- les éinns et cosinus, < 1. :: , • , ., , n/^ 

.Un arc négatif a son sinus, de «igné contraire, à celui de l'arc positif 
. de m^e grandeur , ei son.caâinns du même signe , , . a5 

Hecl^erche de diverses relations .des ligniçs itrigOBoménriques , ibid, 
Cje< rappoct 'de la sQvuaae à la di9'4re;>ce.des.sii^i:^ de deux arcs est 
^ le même que celui des tangentes, de la demi-somme etde la dffqii- 

* diflSévënbe de ces mêmes arcs ,::•'. a^ 
•Tlble des formules trigonométriqoes les plus usitées , 3o 
Daiis<toni triangle xeeungle^.le r^yon est au si^us d'an des angïes 
V aigus , comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet angl^, ,82 
Le-ràyon-eatÀJa tangente.d'un desi. angles aigus,-, comme le.côté.de 

Pangle.dxoit «djaoent à cet angle est, au côté, opposé, , , ; . ibid. 
•Comment on calcule. an côté quelconque d'an . triangle rectangle 
. quand on connaît les deux autres,' . t , ,33 

•DaiK AiA triangle quelconque, ies sipus dea anglet sont entre eux 

• coasme les côtés opposés,., ^ ■ , ,36 
•Rapport entre les côtés d'an triangle etjes. sinos de ces angles, . 37 

par la psô^o^tion énonqéeplus haut, on. jréçoat tous, les cas d?aB 
' triante . quelconque , excepté c^ai . dan« lequel on coonak 
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. ^euz cÀ(éf et l'angle com]H:is , et cdnâ dam Icqoel on Mniiatt 
les trois cAlés, page 3S 

^ somme de deux càtés d'an triakiglc est à lenr difiëfence, pomme 
la tangente de la d^mi-somme^des angles oppQté$ k ces oàîéê 
est à la utagencè de leur demi-différence, 39 

Connnexirt on tronvc imme'diatement le tvqûièma c^c^ » 4^ 

Le sinas de. la moitié d'an angle, est éf^ à la raeine ^ti a ii ^ du 
prodait des diff«érences entre la demi-somme des troi» cMê du 
triangle et chacun ^es c^tés qui coipprennent Tapgle cbfrcheV 
divisé par le produit de ces deux côtes, le rayon étant pris pour 
unile\ 4* 

Exemples de résolution de triangïes rectangles et oUi(|naogleSy 4^ 

Applications de la Trigonométrie à Tart de lever les planai nu 
dciermination des points situés soit sut un plan , toit dans i'<es>* 
pace, par rapport à une Ugne donnée, soit heriioniale, soit 
inclinée, qu'on a^peHe hase^ 4^ 

N'oie. Comment on peut mesorer un angles 4? 

Ce^ne c'est que la rédaction des angles an plan borwonial, 5o 

Détermination d'an point. par les angles compris entre les.dfoitcs 
menées de ce point à trois autres, pris dans te même plan , 5i 

JVbte sur le NiveUement, 8) 

La différence de niveau de deux poinu est h qttantifi^ dont l'un 
est plus élevé ou plus bas que Tauiçe, dans le Mevm peipendicn- 
laire à la snrfaée terrestre, . $4 

Ce que s'est que la diffiécipice entre le nÎTean «pparfn^ et le ni-*' 
veau réel^ 55 

De la résolntioa des triangles par les eéries^ HûL 
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. De la , T'rigonométrie sphériquê* 

Un triangle sphériqne.est ceibi que fonueiit enr la irarfaee de la 

•pbère , trois grands cercles qui se eonpent deux ft deux , 5^ 

Construction inr laquelle repose tome la trigonométrie spbériqne , 59 

Équations q«i renCinnent impHintement tonim les reiaiionf qu'ont 

. entre elles les six parties d'un triangle sphérique, fi» 

Tfote. Exprsssion dn ?olnmt d'à» léitaèdie, par les angles com- 

, pris entra ses arêtes, ^f 

i^réparation des équadona prMdcMes pour les appliquer immé- 

. 4ia tt g> « itàhgiw4iiâo»dmiri«aglmepjiériqiim| . . €ji 

m 
I 






i\ TABLE. 

O (faé e*esi qne le trianj^e supplémentaire f page 65 

Simpliiicaiion de» formules pour le cas où le triaogle est rec- 
mngle, 68 

TransfomnatioB des ^nations fondamentales, pour j appliquer 
' commodément le calcul des logarithmes , 69 

Formules qui renferment toutes les combinaisons des angles et des 
c^tës d'^'tviftogle splicrique, 74~~'7^ 

Fonmiles de Nepet^ *fi 

^ Récapitulation des formnfes nécéifaires pÀnr retondre un triangle 
«pbérique , ^7 

Observation sur les diverses conditions qui doiTcnt se trouver rem- 
plies pour que les mêmes données conviennent à un on à deux 
triftn^es spbériques , ' - 80 

Application de la trigonométne spbériqne k Ik réduction des angles 
«tt plan bérisoD lai) ihvà^ 

CHAPITREIII. 

De PàppUcation de t Algèbre à la. Géométrie: 

Idée générale de Papplication de TAIgèbre à ht Géométrie, 83, 

€omJn«nt l'Algèbre sert pour combiner des théorèmes de géométrie, 
poor m^ttfe en équation et pour i^'soùdré les problèmes relatifs 
K rétendue, ibid, 

LVii^d^uii triangle est ext>rlmée parla rachie quan>ée du produit 
de la demi-vsomme des trois c6tés , multipliée par les différences 
entre cette demi-somme et chacun des c6tës , " 87 

Expression du volume d*un tronc de pyramide ou de c6ne droit 
& bases parallèles, 88 

Questions du premter'et do second degré, dam lesquelles les lignes 
ne sont pas évaluées en nombre , mais sont considérées en elles- 
mêmes, I ibid. 
Ce que c^est que la construction des expressions algébriques , 93 
Comment on effectue celle des quantités ^moj^énes, qui se rap- 
'ptfrttnï k des' lignes ^ <in dh premier degré , ibiJ[ 
GvDStrncti^BdesniciBos.qaacBéea^ 95 
Ce cpi'ii fa«c Cm» qnand la quotité n^ctt pat Innnogène , ^ 
CotfstfMlioB desncinci 4m équations du- second d^ré à une seul* 
Inconnue, 98 
Résolmibn gnf bique d^ ces 4q«atioM , 9J> 
Df la signiécaiion des signes + ^ — > par va|)port anx ligmrs , 
et de îear usage dâos'Itf ré^iition de» questions, 10» 
Toutes les fois iqn^ii «'agit d« dialMioift nppoitm» à un- point fixe. 
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et «ouptëes sar une méma li^nt oo «or dat KgnM fandMef , 
ctiles <|ai tant «iicctécit du si^ne ^^y doffmic fe pmdm dana 
■ un sens oppose à celles qui sont affectées du tigiie -f», p^tge içf 
JUsMuquesur lés «gaes dfi la sécante; et note snr le mémesajèt, iû5 
Analyse complète du problème oh il s^agit de awner par un point 
pm diua* un angle droit , une ligne dont h parti* interceptée entra 
.les côtes de cet angle , soit de grandeur donnée, io6 

Résolution detsepiofaUme par Newton , pour le cas oà le point par 
lequel doit passer la ligne de grandeur donnée, est à égale distance 
des c6tés de l'angle droit , 1 1 3 

Constrqction des expressions algébriques qui appartiennent à des 
aires ou à des Volumes , i if 

Idée fondamentale de Panal^^e de Descartes , par laquelle on re- 
> présente les courbes an moyen des écjuations li deux indéter- 
minées', it6 
Équation d'une ligne âtùit», ii^ 
' d*an cercle, • ifO 
Ce que c'est que les coordonnées , leurs axes ,. leur origine , i at 
Gomment on distingue par les signes -f* et —, les quatre angles que 
forment lea aies des coordonnées, i^ 
Ce que c'est que le lieu d'une équation , et comment s'obtient celle 
d'une courbe quelconque, *ibid, 
L'^nation générale dn premier degré à deux indéterminées appar^ 
tient à une ligne droite, 1^3 
Il faut denx con^tions pour détertniner cette ligne, ia5 
Équation d'une droite qui passe par deux points donnés, 106 
Expression de la distance de ces deux points, ibid. 
Équation d'une droite qui , passant par un point donné, serait pa- 
rallèle à une droite donnée, i^ 

Équation de la perpendiculaire abaissée sn une ligne donnée , par 
un point donné , ^2* j 

JVbte. Sur le signe que doit porter Ift tangente de l'angle formé pn 
•cette perpendiculaire et Taxe des x, i^,-^^ 

Pour trouver le point de rencontre de deux droites qui se coupent, 
il faut supposer que les cooi^donnéeaderunesoient les mêmes que 
celles de l'autre , , ^ 

Expression de la longueur d'une perpendiculaire abaissée snr une 
droite donnée, par un poins donné , 12g 

Expressions du sinus , du cosinus et de la tangente de Tangle qaa 
deux droites font entre eljes , iJo 

Équation générale ^u cercle , que Ton obtient en plaçant Torigine 
des coordonnées d'une manière quelconque, i3a 

^omi^cnt ou détermina celui qui p»^se par troit [joints ^oanés, 153 
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É9iMlîowdae«rcie,f« pli» Mailles, pafe't3f 

Ptob^WMê qui m npporieni à det Ugnes dffoitCf| coMproBant ceoi^ 
dm piiges 88 et roft, 135: 

EfQMÎOB* qai dOBacnt la idaïkm qui cxifie enoc les -angles et léê 
o6tÀd'un triangle, iSg 

i^prenion de Paire d'un triangle, ao mofen des eoordoAn^ dea 
sommets de 6e9 angles , 14^ 

L'aire d'nn triangle ne dépend nullement de sa position par rapr 
port aux axes des coordonnées, on trouve en eJFet une autre 
expression qai ne dépend que des c^tés , ibiii. 

Équation qui fait coûnattie la relation entre les c^^ d^un quadril»^ 
tère et ses diagonales , i44 

Expression du rayon du cercle circonscrit k un triangle^ - x4$ 
Expression du rayon du cercle inscrit à un triangle , i47 

Sk dans rintériear d'un triangle éqnilatéral on abaisse une perpeu' 
dicolaire sur chacun des cètés de ce triangle ,' la somme de ces 
lignes sera égale à sa hauteur, i4& 

£a combinant les équations de Ja droite et du cercle , oa détermine 
les propriétés résjaljtantes de U rencontre de ces. lignes, ibid» 

Application de Téquation qui résulte de cette combinaison k là 
recherche de plusieurs théorèmes de géométrie, fSJa 

liétArmination analytique des tangentes menées au cercle par un 
point extérieur, et i)ar un point de sa circonférence, j5^ 

Cpmment on trouve la position que doit avoir ^ne ligne menée par 
nn point donné, pour que sa partie çoij^pn^ dqps un cerc|e 
donné, soit anssi do|inéex i54 

Équation généi^le des courbcf du, second degi^é,^ >56 

Xjents diamètre f, i55 

Simplification de féquation quand on la rapp<Nrte'à ces lignes, ibid. 
Examen des valelars que peut' prendre l'expression générale des'Or- 
données dans le cas oii la quantité m est positiye,. ' i6o 
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CHAPITRE PREMIER. 

Z?d la Trigonométrie rectiligne. 

1 . Vj a N s un triangle rectiUgne , il y a six chosea à 
considérer, savoir : trois angles et trois côtés; mais il 
suiEt de coiiuaître un certain nombre de ces diverses 
parties pour déterminer les autres. Il suit en effet des 
propositions démontrées , relativement - aux triangles 
égaux, que. Ton peut toujours construire un triangle 
lorsqu'on connaît trois des six choses qui le constituent, 
et que , parmi les choses connues ; il se trouve au moins 
un côté. Pour ne rien laisser à désirer sur la théorie 
des tj^augles , il faut pouvoir appliquer le calcul aux 
constructions géométriques , parce que l'exactitude 
de ces dernières est limitée par l'imperfection des 
Trigonométrie. 6* édition. i 
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instrumens , tandis que rien n'arrête le calcul , qaon 
est toujours maître de pousser jusqu'à tel degré de pré- 
cision qu'on veut. Tel est l'objet qu'on se propose dans 
la Trigonométrie rectiligne. 

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer, 
par une suite d'opérations numériques ^ ou par des for- 
mules algébriques, les relations qu'ont entre elles les 
différentes parties d'un triangle, ont dû se trouver ar- 
rêtés par la difficulté de faire entrer dans le calcul la 
grandeur des angles , qui , mesurés par des arcs de 
cercle , ne peuvent être comparés avec les lignes 
droites : mais ils ont bientôt reconnu que s'ils pouvaient, 
par un moyen quelconque , calculer une suite de trian- 
gles dont les angles eussent toutes les valeurs possibles, 
cette suite en renfermerait nécessairement un qui serait 
semblable au f riangle que l'on aurait à déterminer , quel 
qu'il fût 'y et qu'alors de simples proportions suffiraient 
pour déduire les parties du second de celles du premier. 
L'exemple suivant éclaircira ce que ces notions peuvent 
avoir d'abstrait. 

Fi . !• 3. Je suppose que , dans le triangle ABC^fig. i", on 
connaisse l'angle B^ l'angle C et le côté BCi on- cher- 
chera dans la suite des triangles calculés y celui qui a 
deux angles 6 et c respectivement égaux aux angles 
B et C ; il sera nécessairement semblable au triangle 
proposé ABC\ et puisque toutes ses parties ab, ac, bc 
sont connues, on aura les proportions. 

bc : ab llBCX ^B, bclacV. BCl AC, 

dans chacune desquelles les trois premiers termes sont 
donnés. On trouvera par conséquent 

"*^ — bc * ^^"" Ta ' 

<et comme on a d'ailleurs A^=zaf toutes les parties du 
triangle ABC seront déterminées. 
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3. Maintenant qu'on voit le parti qu'on peut tirer 
td'une suite de triangles faits sur tousles angles possibles, 
et dont les côtés seraientcalculés, il est naturel de cher- 
cher les moyens de former une pareillesnite. Pour consi- 
dérer d'abord le cas le plus simple, je suppose que les 
triangles qu on se propose de déterminer soient rectan* 
gles 'il est facile de voir qu'on pourra les construire tons 
dans un quart de cercle, en abaissant de chacun des points 
de Varc u4B ,Jlg, 2, des perpendiculaires MP, M^P', Fig- a- 
M"P" , etc. sur le rayon -rfC, et tirant les rayons AfC, 
ilf'C,i[rC,etc,, les triangles MPC, M' P'C,M''P"C, etc. 
formés ainsi , seront rectangles en P, F' P'\ etc. , et les 
angles MCP, MCP', M"CP\ etc. auront successive- 
ment toutes les valeurs possibles : enfin les angles CMP, 
CM'P\ CM"P^, etc. qui , avec les précédcns , forment 
un angle droit, seront aussi tels que Texige la nature des 
triangles rectangles, et il ne saurait exister de. triangle 
rectangle qui ne soit pas équiangle avec quelqu'un de 
ceux que fournit la construction présente. Il est à propos 
de remarque^ que ces derniers ont tous une même hy- 
poténuse, égale au rayon de Tare AB. ^ 

4. On peut encore former une suite de triapgtes 
rectangles, ayant tous un des cdté«^ de Vangk. droit. égçl 
au rayon du cercle *, il suflit-,. pour cela , d'élever: la tan- 

■ gente indéfinie AT, à l'extrémité du rayon ACj et.de 
mener par le centre C et par les points JI/,M'Jl/", etc. 
les sécantes CN, CN\ CN", etc. Il est évident que les 
triangles CJN, CATf, CAN\ etc. auront successive- 
ment toutes les combinaisons d'auj^es qui peuvent exi»- 

- ter dans un triangle rectangle.; et parmi ces triangles , 
il s'en trouvera nécessairement un semblable à tel 
triangle rectangle qu'on voudra: 

r 

5. Dans les triangles CPM, dFM, CP"M\ etd.. 



f 



4 TRAITA ÉLÉMENT AIftE 

dont rhjrpoténuse ne change pas , les côtés PM, PM i 
P'^M", etc. qui croissent en même temps que les angitfâ 
ACM, ACM\ ACM", etc., et que les arcs AM, AM\ 
AM", etc. qui mesurent ces angles, ont reçu un nom à 
cause de cette dépendance : la Jigne PM s'appelle le 
sinusàtVaxtAM'y laligne jPJIf' estde même le sinus de 
Tare AM\ et ainsi des autres. Il suit de là que le sinus 
d*un arc est la perpendiculaire abaissée de tune des 
extrémités de cet arc , sur le rayon qui passe par l^ autre 
extrémité. Les lignes CP, CJP', CP*',etc. qui diminuent 
lorsque les arcs AM , AM* , AM" , etc. augmentent, 
âont respectivement égales , comme parallèles com- 
prises entre parallèles, aux perpendiculaires MQy M'Çf, 
M"Q", etc. abaissées des points M, -W, il/", etc. sur 
le rayon CB , perpendiculaire au rayon CA*y et il 
est évident que les lignes MQ, M'Q\ M"Q* , etc. 
sont, par rapport aux arcs BMy BM\ BM'\ etc. ce 
que sont PM , P'M' ; P"M'' , etc. par rapport aux 
arcs AM, AM, AM", etc.; et que par conséquent MQ 
est le sinus de BM, MQ' celui de BM, M^Q" celui 
r ûeBM^etc, 

Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraits l'un de l'au- 
tre, donnent le quart de la circonférétice , sont dits com- 
plémens l'un de l'antre. Les arcs BM,BM\BM", etc. 
sont respectivement les complémens de AM , AM\ 
AM\ etc.Onadésighé les ligaes MQ,M'Q',M"^, etc., 
. ainsi que leurs égales CP, CP , CP", etc. , sous le nom 
, de cosinus des arcs AM, AM' , AM", etc. D'après ces 
► notions , le cosinus d'un atc quelconque est le sinus dw 
complément de cet arc , et est égal à la partie du rayon 
. comprise entre le centre et le pied du sinus. 

Les triangles rectangles ÇPM, CP'M'y CP"W, etc. 
qui ont tous une même h;f poténuse , sont donc formés 
parle rayon du ceixle, et parle sinus et le cosinus 
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i3e celui de leurs angles aigus qui a son sommet an 
centre (*). 

6. Je passe aux triangles CAN, CJN\ CATf, etc. 
Leurs hypoténuses sont les sécantes des arcs AM^ AW\ 
AM" ^ etc. , parce qu'on nomme sécante d'un arc le 
rayon mené par une des extrémités de cet arc , et pro^ 
longé jusqu*à la rencontre de la tangente menée par 
l'autre extrémité. Les portions ANyAN\ AN", ctc^ 
prises* sur la tangente AT ^ sont les tangentes des arcs 
AM^ Afif, AM'\ etc., parce que l'on est convenu d'ap- 
peler tangente d'un arc la partie qu'interceptent, sur 
la tangente menée par ïune des extrémités de cet arc > 
les deux rayons qui le terminent (**). 

7. Si, par l'extrémité B de l'arc AB, Jig. 5, on mène Fig. 5.' 
la tangente Bn prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre 

la sécante CiV, la ligne Cn est la sécante de l'arc BJH^ 
complément de AMy et se nomme la cosécante deAM^ 
la ligne Bn, tangente de BM, est la catangente de AM\ 
parce qu'on appelle cotangente et cosécante d*un arc^ 
la tangente et la sécante de son complément, La cotan-^ 
gente et la cosécante , comme on yoit^ ne font pas partie 
. des mêmes triangles que la tangente et la sécante , ainsi 
que cela arrive pour le sinus et le cosinus. 

8. Les tangentes et les sécantes ont avec les sinus et 



(*) La partie AP du rnyonAC, comprise entre le pied du smn» 
etrextr^mitë de l'arc, se nomme sinus verse. Cette ligne, d'aillenn, 
n'est d'aucnn nsage en trigonométrie. 

{**) On voit ici les mots sécante et tangente, prit dans nne ac- 
ception différente de celle qu'on leur donne dans les Élémens de 
Gcomëtrie. Dans cette partie des mathématiques ; la sécante et la 
tangente sont des droites indéfinies , dont l'une coupe le cercle, et 
l'autre le touche ; mais en trigonométrie , les mêmes dénominations 
s'appliquent toujours à des lignes d'une grandeur détennmée r quand 
îl peut j avoir équivoque ^ on appelle cet denûèrcfi tangentes et 
sécantes trigonométriques. 
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les Cosinus desrelations très-simples, au moyen desquelles 
on peut trouver les unes lorsqu'on connaut les autres. Les 
triangles CPM et CJN étant semblables , donnent 

PMXCA 

CP : PM ::CA: an, tfoù ion tire AN z=z ■- ^ ; 

mettant, au lieu des lignes CP, PMet AN, leur désigna- 
tion, savoir : cos AM^ sin AM et tang AM^ et représen- 

^ Rsin^ilf 
tant le rayon C-^par/J,on aura tang ^i« = - ^j|jr « 

Des mêmes triangles CPM et CAN , on déduit aussi 
CP:CM::CA:CN, ceqm cojxdnïtk CN= ^^— » 
mais CiV=séc-r^M, CM^=CAz=iR, CP=:: cos AMz 

donc séç A'M-==- tx»- 

cos Am 

■9. Si Ton compare entre eux les triangles CAN tt 
CBn, qui sont encore semblables, puisqu'ils sont tous 
les deux i^ectangles, et que l'angle ACN:=^CnB, 
comme alternes internes par rapport à la sécatite Cn ^ 
on auta là proportion 

ANlCA :: CB on CAlBn, 

qui donne 

- Cj/ • • R* 

Bn = -r— - , ce qui revient à cot AMz=z —- 

AN' ^ . tangAM 

Cette proportion et celle qui a été trouvée pour la 
sécante^ font voir que le rayon est moyen proportion-^ 
nel entre la sécante et lé cosinus , entre la tangente 
et la cotangénte f puisqu'on a . 
cos AMX séc A M = fi% tang AM X cot AMè=2 jR». 

10. Avec ce qui précède , il ne manque plus, poar 
être en état, de construire les tables nécessaires à la 
trigonométrie , que de connaître les moyens de calculer 
les sinus et les cosinus seulement. Le cosinus même se 
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déduit immédiatement du sinus ; car le trîang!e rec- 
tangle CPM, qui les contient lun et l'autre , et qui a 
pour hypoténuse le rayon , donne , 

PM+ CP= CMoM ( sin AMy + ( cos y4M)^=cR% 

c'est-à-dire, que le quarrédu rayon est égal à la somme 
des quarrés du sinus et du cosinus , d'où il suit 

cos AMz=z \^R^ — {ûxiAMy. 

La proposition suivante , qui donne Texpression du 

sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de 

deux arcs, mérite la plus gi^ande^attention^ parce qu'elle 

renferme implicitement toutes les propriétés des sinus 

et des cosinus, 

11. Soient deux arcs quelconques steth} on aura 

• • _i_ 1- N sin a. cos b dz sin b. cos a 
jz/ï(ait:b)=: = , 



C05 (^a±:b) = 



R 

cos a. coshlLisin a. sin b 



R 

Pour le prouver , je prends sur le cercle AMB,fig 4> ^'S- 4* 
l'arc AM=.a ; je porte de chaque côté du point Jlf les 
arcs MN et MN'^ égaux à 6 ; je tire la corde iVW ; 
des points N ,M, N^, j'abaisse sur Je rayon A£^yles 
perpendiculaires NQ , MP , iV'Q' ; par le point M , 
je mène le rayon MCy et du point £ > où il rencontre 
la corde JV2V', j'abaisse sur AC la perpendiculaire ËF-y 
par les points JS et JV^ je mène les droites JSD , N^G pa- 
rallèles à AC. 

Cela fait, je remarque, i®. que NQ est le sinus de 
Tare AN = A M + MN=: a + b, et que CQ est le 
cosinus du même arc; iâ\ que iV'Q' est le sinus de 
Tare AUr = AM-^ MN' = a — i , et que CÇ' en est le 
cosinus. Mais la corde NN' étant nécessairement par- 
tagée en deux parties égales au point E, puisque le 
rayon 'CM passe par 1& milieu de Tare NN\ d'après 
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la construction^ il suit de la similitude évidente de» 
triangles NED, ISfN'Gy que NG est aussi divisée en 
deux parties égales au point D^ et que DNz=zDG. 
De plu8,Z>Ç = £F, GÇ = Ar'Ç', DE = FQ,k 
cause des parallèles; et comme DE est la moitié 
de AT G, FQ sera la moitié de Ç'Q; ensorte que 
Q'F=: QF=zDE. EnEn 

N Q=iDQ + DN=EF+DN, 
N'Q'=GQ=DQ—DG—EF'^D1V, 

CQ= CF— FQz=ziCF — DE, 

CQ— CF+ FQ'= CF + DE ; 

mettant pour NQ, N'Ç/, CQ, CQ^ , leurs désigna- 
tions respectives, savoir : 

sin (a +6), sin(a — A), cos (a-f-A), cos (a— [i ') , 

î*aurai 

sin(a+6)=JSF+Z>JV^, co8(a + i)= CF— DJST, 
sin ( a— i) = £F— DiV, cos (a— 6) = CF+DE. 

Il ne reste plus qu'à calculer les quatre lignes EF, 
CF, DN et DE ; les deux premières s'obtiennent par les 
triangles semblables CMP et CEF, dont on tire / 

cm:pM::ce:ef, cm:CP::ce: et". 

Or, puisque AM'=-a, j'ai PM=sina, CP=co9"a; 
il suit aussi dés définitions du sinus et du cosinus (5) 
que JïiVest le sinus de l'arc MN , que CE en est le co- 
sinus, et que par conséquent J&2V=sin A, CiE=co8 A; 
d'ailleurs CM = R : substituant ces valeurs dans lea 
proportions ci-dessus, je trouve 

PMXCE sin a cos i , 



EF=' 



CF=i 



CM ~ R ' 
CPX,CE cosacosJ 



CM R 

Je compare ensuite les triangles CMP , DEN , qui 
ftont semblables , parce que les côtés du second sont 
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perpendiculaires à ceux du premier ^ et je dédiûs de ces 

triangles , 

cm:eiv::cp:dn, cm:en::pm:de. 

Sdbstituant aux trois premiers termes de chacune de ces 
proportions^ leur désignation rapportée ci-dessns, ellee 
donnent 

ENXCP sinicosa 



DEz=i 



CM ~ R ' 
PMXEN sin a sin b 



CM R 

Réunissant ces valeurs aux précédentes pour former 
celles de sin (a-)"^) ^^ ^^ ^ (^~^)> il vient les quatre 
ilquations 

• ^ k ZN sin o cos b'-t-ainb cos a 
8in (a+b)= — T ^ ^ 



sm (a— ^)=- 

î 



R 

sin a cos 6 •— sin 6 cos a 
R ' 

r I IN cosflcos i ^— sin a sin b 
cos (a+4)= — — . , 

^ ,. cosacos 6-4" sin a sin i 
cos (û— i)= g- , 



qui se réduisent aux deux qui composent l'énoncé de la 
proposition. 

Avec ces équations ^ on peut trouver le sinus et le 
cosinus d'un arc double^ triple, et en général multiple 
de celui dont on connaît le sinus et le cosinus. En elFet^ 
si l'on prend successivement &:=: a, b=zQa, on aura 

a sin a cos a 



sm âa= 



cosâa= 



R 

cos a* — an a* 
R ' 



. „ sin a cos 2a -f- sin 3a cos a 
sm 3a = -^ , 

2^ cos g cos gg— sin a sin aa^ 
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et on tirera des deux dernières équations sinSa et cos 3ai 
lorsque sin aa et cos aa seront calculés. 

-r t , . . a sîh a cos a « . . 

1 « . L équation sm aa = = , conduit aussi 

dn sinus d'un arca^ àTexpressiondasinus de sa moitié* 

Si Ton remplace cos a par sa valeur V^R* — siu a" (*)> 
il vient alors , 

a sin a \/R^ — sin a* 
sm aa == 1— — > 

XL 

et en élevant au qnarré , on trouve 

/J» sin aa*=4iR* sin a*— 4 sin a*^ 

prenant sin a pour Tinconnue dans cette équation qui 
peut se résoudre à la manière de celles du second degré ^ 
on obtient 

sina=:±: Vi R'^^E \/ R" —sin 3a\ 
Si Ton fait aa= a' , on aura a =: j u' , et par conséquent 

5inèa'==dz \/iR ± i /î v/fl*— sin a'% 



ou 6inic'=zhi ^/a/î'^dta/lcosa', 

en mettant cos a'^ au lieu de R — sin a'* (lo) , en multi- 
pliant les quantités sous je radical par 4, et en divisant 
au«-deliors par a , ce qui ne change rien à l'expression • 
Telle est la formule qui donne le sinus de la moitié d*»n 
arc ,' lorsqu'on a celui de cet arc. 

i3. On peut arriver à ce résultat par une construc- 
tion très-simple. , 

Fig. 5. Si l'on divise l'arc AM,fig. 5, en deux parties égales» 
la corde AQM se trouvera également divisée en deux 



(*) Le Lecteur est prcvena que dorénavant je désignerai le quarré 
du sinus de l^arc d par sin a», expression qu'il ne faut pas prendre- 
pour le sinus du quarrc de l'arc a, ainsi sin a» = ( sin a) % 



V 
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parties égales , et ÇjMsera le sinus de JlfZN^ou delaraoitié 
de JM; le triangle AMP , rectangle en P, donnera 

j4m=\/pm''+ ap] 

et comme AP =zAC — CPz=,R — cos^iW"= R—cos a\ 
que d'ailleurs PM=z sin AMzzzsm a', on aura 

AM:=i v/sina'^+^^— î2/îcosa'+co8a'^= V^a/Î*— a/îcosa'', 
à cause que sina'*-+-cosa'*=/î* (lo) 5 et on en dé- 
duira 



QM=\AQM=\ V^îaft*— aRcosa'. 

On ne trouve de cette manière que la deuxième 
valeur de sin l a': l'autre est MQ^; car Tare MIS' A\ 
t^xxï compose , avec Tare AM, la demi-circonférence, a 
avssi pour sinus PM, puisque cette ligne est bien en 
efiFet la perpendiculaire abaissée de l'extrémité M sur 
le rayon CA' qui passe par l'autre extrémité (5) ; et rien 
dans l'équation d'où Ton est parti, ne faisant connaître, 
lequel de ces deux arcs on se propose de diviser, on 
doit trouver en même temps le sinus de la moitié da 
premier et celui de la moitié du second. Suivant la 
construction, on aurait 

A'M = y/pM+l¥p'=.y/¥^^^ {^Ac + cpy 

= y/ sin a'^ 4- (/î + cos a'y 

= |/ sin af^ -i-R^ + QR cos a'+ cos a'* 

= V/ a/î* + ^R cos a\ 

et par conséquent 

MQ' =:sin \ a'=| v/aii^+a/îcosa', 

résultat qui est la première valeur de sin | a'. 

Il faut bien observer que , quoique sin a soit le même 
dans les deux valeurs de sin l a! y l'arc a' est différent ; 
pour l'une d'elles, cet arc est AM, et pour l'autre A' M, 
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qnî est le supplément de jiM, car on entend par le 
supplément éHun angle ou d'un arc^ ce qu* il faut ajouter 
à cet angle ou à cet arc pour en faire deux droits , 
ou la demi-circonférence. On conclura aussi de ce qui 
précède, que le sinus du supplément dun arc est le 
même que celui de cet arc. Je donnerai plus loin de» 
notions générales sur les diffërens arc9 qui peuvent avoir 
le même sinus ^ la même tangente , etc: 

ï4- U suit de ce qui précède , que le simis d'un arc 
quelconque AN est la moitié de la corde AMde Tare 
double ANM^ et que la corde AM est te double da 
sinus de lare AN^ moitié de ANM'^ de manière que 
lorsque les sinus sont connus^ on en déduit les cordes j. 
et vice versa. 

i5. Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinu9 
que Ton a besoin de calculer, niais seulement leur 
rapport avec le rayon; puisqu'il suffit de connaître 
Fig. a dans tous les triangles CPM^ CP'M^ etc., fig. a, les 
rapports que les côtés ont entre eux. On peut en con* 
séquence , pour plus de simplicité , prendre le rayon 
pour unité , et exprimer les sinus PM, P'M', etc. en 
^ parties décimales de cette unité , ou , comme on le faisait 
autrefois , supposer ce rayon divisé en loo ooo parties. 

iS, Il est à propos d'observer que la longueur d'un 
arc est toujours moindre que celle de sa tangente , et 
plus grande que celle de son sinus. En elFet, si on 
Fig. 6. prend au-dessous du rayon AC,fig. 6, l'arc AM^ = 
AM, que Ton tire de la corde MM', et que l'on mène 
les tangentes MT, MT, il est facile de voir que ces 
tangentes doivent rencontrer toutes deux le rayon AC 
dans un' même point , puisque le» triangles CMT et 
CM'T, son\ égaux. Les lignes il/r et Af'T' étant égales 
aussi bien que les lignes PMetPM\ fet les arcs -^Af et 
AM\ on aura fl^illf<aMr et a^M>2Pif, parce 
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que la longueur d'un arc de cercle est comprise entre 
celles des portions correspondantes des polygones ins- 
crit et circonscrit [Géom. i5i](*); et Ton en con- 
clura J3K: MT, AM > PM. 

Je Ferai remarquer a cette occasion , que le rapport 

entre la tangente et le sinus d'un arc tend sans cesse 

vers Funité , à mesure que Tare diminue ; en elFet , de 

sin a sin a ^ 

tangarr , on tire = cos a\ et comme 

^ cos a tang a 

cos a approche sans cesse de Vunité , il s'ensuit que la 

tangente et le sinus approclient aussi de plus en plus 

de V égalité , parce que la limite i^lg. a34) de leur 

rapport est Tunité. 

1 7. Il suit évidemment de là , que si la valeur de la tan- 
gente et celle du sinus d'un petit arc AM, ne diffèrent 
point dans un certain nombre de leurs premiers chiffres) 
ces mêmes premiers chiffres donneront aussi une va-* 
leur approchée de Tare. £n prenant , par exemple ^ 
Pilf =0,0001 , on trouve 

CP =\/ CM— PM =0,993 999 99^^ 

€t Mlzrz -~rp =0,000 100 000 000 5, 

{^) La proposiÛQu vappelée ci-d^S8«i8 est un cas particalier d« 
cette antre : Les lignes ifui sont partout coni/exea dans le même 
sens, sont d* autant plus longues qu'elles s'écartent davantage de 
la ligne droite. En effet , si l'on mène à la ligne courbe ACB , ûg. 7 Fjg. 7, 
ÎBtërieare à la c:o\Tx\^'AMBy une tanf^hte DE, têtu lan^nie sera 
pins courte que l'arc DME, et on aura ADEB <^AMB. Tirant 
ensuite par les points iSTetZ, intermédiaires entrée et C, Cet iî, les 
tangentes FG^ IK^ on formera une nouyelle ligne brisée AFGIKB, 
qui sera moindre que la première , puisque FG < FD -h DG , 
IK < lE-hEK. il est évident que l'on construira de la même ma- 
nière une suite «ndéfîntcde lignes brisées qui irdnt sans cesse en di- 
minuant à misture' qu'elles approcheront de' se confondre avec la 
> courbe ^i^C^ «qui wra' donc non-seulement pias petite que AMB^ 
luais encore que toutes les ligues brisées dont on vient de parler. ' 
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valear qui ne diffère de PM qu*au treizième chiffre;, 
oa peut donc prendre ce nombre ponr la valeur de 
Tare ^il/ exprimé en parties du rayon (*). 

18. Pour appliquer les forraujes des n*** 112 , 1 1 et 10, 
il faut connaître au moins le sinus de l'un des arcs com- 
pris dans le quart de cercle; or il y a deux de ces arcs 
dont le sinus est facilement connu, savoir, le quadrads 
et son tiers. En effet , le sinus du quadrans n'est autre 
chose que le rayon y et le sinus du tiers de cet arc est 
égal à la moitié du rayon. 

La première de ces valeurs est évidente parla Egure 2; 
et la seconde résulte de ce que le côté de Thexagone 
inscrit, ou, ce qui est la même chose, la corde des * 
Fig. 8. du quadrans ,Jlg> 8 , est égale au rayon (fiéom. 1 46) ; la 
moitié de cette corde sera donc le sinus de ^ du qua- 
drans (i4)- 

£n partant du quadrans entier ^ la formule 

siniû^ctri V^s/Î»— aflcosa' 

donne le sinus de la moitié , puis celui de la moitré de 
cette moitié ou du quart du quadrans, et conduit à 
toutes les fractions comprises dans la suite 

A i -'- -1- -1- etc 

. » " * ^ _ 

(^) La mérue ch4>6e se prouve en réduisant en s^rie Pespfression de 
la tangente. Un effet, on a tang ««sa «=; (°r'Q}î 

sîn Q, *"~ 

înais — ! ■ gsssina (i>^«in a*) * \ d^loppant la dernière 

y I — sma* 
quantité , par la formule du binôme , on trouvera • 

tang a 85= sm fl -f- 1 sih a ^ -f- f i^în «* + etc. 

n est évident que tant que sin a sera unepetite fraction décimafe , 

le terme ^ sin a^ ne pourra influer que s.or le&.<j^(niers chiffres de 

Tcxpression de tang a, etque dans les prem^rs on onra taiigassain ^7. 

Pour sin a=o^QOOi, on a j sin a^ =0,000000000 000 5, résul- 

* tat qui ne peut chaxiger q}x^ îe seizième <ïbiffre. 






DE TRIGONOMÉTRIB. i5 

La même formule, lorsqu'on part du tiers du qua- 
^rahs, détermine successivement le sinus des fractions 

i JL- JL _!- -1- etc 

6* la; a,^i 48» btil ^^^* 

de cet arc. 

On voit par là que s'il était divisé en un nombre de 
parties égal à quelqu'un des dénominateurs des fractions 
ci-dessus, on trouverait directement le sinus de chacune 
de ses parties, et on en formerait une table, en les 
inscrivant à côté des arcs auxquels ils appartiennent j 
mais il n'en est pas ainsi : les 'astronomes Indiens seuls 
paraissent avoir divisé lequadrans en 24 parties, pour 
en calculer les sinus. Un usage très-ancien , et ensuite 
d'autres raisons, ont fait adopter des divisions différentes 
des progressions indiquées ci-dessus. . . 

19. On divisait autrefois la circonférence entière en 
3So parties qu'on appelait degrés; on subdivisait ensuite 
chacun de ces degrés en 60 parties appelées minutes ^ 
chacune de ces minutes en 60 parties appelées secondes ; 
chacune de ces secondes en 60 parties appelées tier- 
ces, etc. La marque des degrés est le caractère ° placé 
à la droite du nombre et au-dessus , celle des minutes', 
celle des %econdes ", celle des tierces *, etc., ensorte 
que 4^° 3i' \^' 5" signifie 4^ degrés 3 1 minutes i4 se- 
condes 5 tierces. 

Puisque dans la mesure des angles on n'a aucun égard 
â la valeur absolue des arcs, n^ais seulement à leur 
rapport avec la circonférence entière, il semblerait 
fort naturel de la prendre pour l'unité, et d'exprimer 
les arcs par des fractions , soit quelconques , soit dé- 
cimales. Cependant quelques considérations particulière^ 
ont déterminé les Savans chargés de la réforme des poids 
et .mesures, à prendre l'angle droit pour l'unité dçs 
angles, et par conséquent le quart de cercle, ou qua- 
drans pour l'unité des arcs. Ils l'ont divisé en cent 
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parties égales qu'ils ont nommées grades ^ et qu'ils 
ont substituées aux anciens degrés; puis chacun de cea- 
grades en cent parties égales. Ces dernières divisions 
remplacent les minutes , et peuvent être subdivisées 
autant ^u'on le voudra, suivant la progression décimale. 
En employant dans le cours de cet ouvrage la nou- 
velle division du cercle , j'exprimerai les arcs par des 
nombres décimaux écrits à l'ordinaire ; mais je placerai 
au-dessus du chiffre des unités , et à droite, la lettre *, 
pour désigner que Tunité est le quart de cercle , et pour 
empêcher qu'on ne confonde les mesures d*arcs avec 
les autres nombres , o^435 , par exemple , représentera 
l'arc égal à -^s ou ^^ du quadrans , et sera par 
conséquent composé de 43 grades et 5o minutes (*). 

^ 20. Le rayon du cercle sur lequel on 'se propose de 

construire les tables étant 1 , et sa circonférence étant 

Fig. 9. désignée ordinairement par 2;r^ le sin de AB^fig. 3 , 

ou sin I ^=: 1 ; on a d'ailleurs cos | «r =0 : faisant donc 

dzzzhTr la formule sin i a' = i \/ fiB!" — fl/î cos a' ( r3) 
fait voir que le sinus de la moitié du quart de cercle ou 

de^flrest^V^fl(**). 



('*'} II parait qae les principales raisons qui ont fait choisir Tangle 
droîtpoor unité, sont, i*'. gne lecercle entier, à proprement parler, 
JFîg. a. ne mesure point un angle, pnîsqu'alors le rayon mobile CMjJig» a, 
est revenu s'appliquer sur le rayon CA j ao. que le sinus, auquel on 
rapporte toutes les autres lignes trigonomëtriques , prend dans l'é- 
tendue du quart de cercle, onde l'angle droit, toutes les valeurs 
dont il est susceptible. 

{**) On peut ans&i s'en convaincre a priori, pnîsqne le triangle 
Fig. c: CMPjfiS' 9 » ^' *^®" isoscèle, et que l'on a par conséquent 

d'oii 

tm^ j=; et PM vî = v^rri =5 iVa 

L'arc 



V 
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lL*arc j4B=^jW,' étant pris pour unité, JfJf sera 
de o*,5 : on aura donc - 

sin o», 5 ==cos 0^,5 =i V^a = 0,707106781 186. 
Maintenant si on fait o»,5 = a', on trouve;;a 

sinîa'=sino»,a5=o,38a68343fl365, • 
co8ïa^=cosô',a5=o,9a387953a5ii ; 

mais en continuant ainsi de partager chaque arc ei^ deux 
parties égales, on ne tombera sur. aucune des partie, 
décimales du quadrans : on parviendra seulement à des 
arcs de plus en plus petits, et qm par cette raison appro- 
cheront saujs cèssc^ d'être égaux à leurs sinus (i7)r 
A la quatorzième division , par exemple , On arrive à 
un arc qui li*est que rëhx ^^ quadrans, et dont le 
«inu6 est: q, 000 og5 87? 79^, moindre par cèitséquent 
qtie 0,0001 : la petitesse de cet arc est donc telte , 
qu'il ne différera point de son sinus dans les la preipiers 
chiffres décimaux. 

A plus forte raison en, sera-t-il de même pour lei 
arcs moindres ;'or il est visible que tous les arcs qui ^f^ 
confondent avec leurs sinus et. lei^rs tangentes , sont 
proportionnels à ces lignes : il vient donc 

,9 . * 1^' ■ 1^ 1? •' 

io5o4 100000 16084 lôoooo 
• oix 11 100000: ),63B4, 
tfoù ' ; •- '■" • 

' 'i638^sin:^^; ,,.,:, 

8ino^,ooooi=: : — =o,oap pï5 7t>7 û65, , 

1 00000 

au moins dans les douze premières décimales. O^n'trou^ 

^»* •'«'.'•'I 

Vera par la même raison 

"sin o'.doooa = a sin 0^,00001 
• * '.sin o'.ooooS. = 3 sin o* .00001 
"sin* 0^,00004= 4 «n ô^>cOooi 
etc. 

Trigonométrie. 6* édition* d 
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Aysint soin de calculer eh même temps le cosintis et la 
tangente de chacun de ces arcs^ on verra qu'on peut suivre 
cette, voie jusqu'à l'arc dont le sinus et la tangente se con- 
fondent encore dans les douze premières décimales. 

Si l'on ne voulait avoir les valeurs approchées que jus- 
qu'à la' huitième décimale, on pourrait pousser ainsi 
jusqu'à l'arc de 0^,00 n 

Pour s^élever ensuite à des arcs plus grands « on se 
servira des équatirons 

sin lia = 2 sin a cosa 
cos sa = cos a'-— sina* 
sin (a 4: &) ^ sin a cou bdzûnb cota 
. cos(azt::6),=?;cosacos b qrsinasinÂ; 

fai#açtsiicce68ivemeatieprpir,oot , asso^^oou, etc. dan» 
les' deux^ premiers , on en déduira 

-sinô^fOoa^ c08O*,ô02, sin 0^,004, ços 0^,004, etc., 

et prenant ensuite a=:o*,ooi , 6=Q^,ooa, a=o',ooa, 
it=:of,oû3> etc.^ on obtiendra ^ par le moyen des deux 
dernières I 

8inc^,oo3, cosq^,op3> çîno^ooB,. cosq^,co5| etc. 

Cet exposé suffit ppur faire concevoir comment on a 
pu former les tablestrigpnométriques; Il ^xist^' d'ailleurs 
des méthodes plus expéditivQs pour calculer les sinus des 
arcs quelconques^ par le moyen de séries convergentes 
qui se déduisent des équationedu numérq 1 1 .On les trou- 
vera dans l'Introduction dé mon Traité Su Calcul diffi^ 
rendêlet^du Calculintégral. 

ai. Pour faciliter Us calculs 01^ < a substitué d^p^ii 
long-temps aux valeurs des sinus , cosinus, tangentes et 
cotangentes, leurs logarithmes; et dans la plupart des 
tables, on ne trouve plus que ces derniers;, e^nsorte que , 
par leur mo;^en ^ ojx résout toujours Tuiie. on l'autre de 
cet questions: 






t\ Un €tre' étant donné, trouver le logttriihmedB son 
winasy ou de son cosinus^ ou de sa tangente, ou de 
sa cotangente. 

sf*. Connaissant le logarithme du sinus ^ ou du cosp* 
nus, ou de la tangente, ou delà cantakgenie d^un arc f 
trouver cet arc* 

La solution de ceà qnestSons'tient à la d^x>siitioa dé» 
tables» disposition qui n'est pas Iff mèià*' dansr totftéi), e¥ 
qui se trouve .toujours. expliquéie eii tête de cHatûtae 
d'elles v^'e^ pourqaoi )e n-en- paili^ai- ^tat icK Je 
me bornerai à indîqaer les'tkUles 4é GalV^, comtne 1^ 
meîlleiire&.vielatiVe«nen« àVanmtîne dMtÂonyet'oeU'esde 
BordâtOueelleside.MM. HcAertetldeler^ paâ'rappotf à 
la nouvelle. ■ • >► 

Les fab/es«rîgonométriqtiesn'embt998eBtquéI'éteiklii« 
du quart de oerolé;- inais eHesdonn^f malgré oeiâ^l^fl^ 
sinus et les cosintis vies tangentes et lèscotangentes; poutft 
tous les arcs , quelque grahdsqu'ils soient» ainsi que )e 
Vais le fikire voir en exaiiiiiia»t la marehfe des ligne» 
trigon6iàétriqne)i*par rapportaux divers d«grés-de gran^j- 
deur parlesquels'peutpasMrim'arodé^cëctîtov ' : - 

M. PonrbieiréoÉnpi^mJre cet|iiPvà-8«iVr^, il ffaif si? 
péttétrsir'd^avanis^ de la cOiitiritlit^ qui règne' toufours» 
entre les dilFérens résultats qu'on dédôtt-d^un^é liiêhi^ ëJè>V 
ppéè&kHf al|gébti'<|uë^,<»:» d^nhé taiêtnè'eOtiMhrv^ion gébtié- 
trique^ et qtti tm^^é é)]'c«<qne»dlsiqué^aleDr qtte|»HliRP 
PexpresÉÎoé âdnt il- s'agir, esfirëiÉjoitr^préeédt^oii âùM^ 
de y^lèni^s qtti^ilf%rentabssi'peu<q&'orf'yoiidt<a'dè lë'pFë*' 
itiiêre , étf éUbè que , dans qfu'elqhè pëfrtt^i^e^^abitVùki^^ 
ligner, otf '^étot'^tëujidttrs' concè>H>ir dfetfer^oints' qtft' s6i^^ 
aasèi .voisins- Vun éëraiiti'equWvemai'a. eéla^fcrs^i sf 
on cortçoit qo^*ï^ r*yt>n 3fC,Jl^. iè^^ià*ahbtè <?oiiëii^Fig. xo. 
sut? AC, tbdrrie aûtdùirdti'pdiiit C, coihme sbfiirie ebar*' 
nière , ce n^d fbriHera succèi&tveinéiit, avec--<rt?', tbiîï^ 
Us angfespossa^fas ^net le f(AûiM, sitÉéà son^é^trémhéy 
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paisera sur tons les points de la cWcon&tencé dtf cercfo 
ABA'ff A , ou , ce qui est la même chose , la décrira. En- 
suivant avec attention le mouvement que je viens d'indi-. 
quer, on voit d*abord qu'au point A, >oÛ Tare est nul , le 
sinus est nul ausâ /et le. cosinus ne dilFère pas du rayon 
AC, Lorsque le rayon CM 8*est détaché de AC, le sinus 
PJlf Augmente à mesure.qne le point M, quei*a{ipeUerai 
^ésprmais le point décrii^aat , s'avânpe vers B) et quand 
il y. est parvenu I PAf devient égal à C£^ .ou<au>rayon« 
Stâin^ les mêmes circonstances, le cosinus PC «diminue* 
saAs cesse , et devient nul lorsque le point M est en Bp. 
langlç ACB est aloxs droit » et VaicABffz^.lAt point 
i/<;optinuant son itioif vemeait aurdelàdn pointi^, le sînuÉ. 
Recroît , et le cosinus , qui tombe maintenant, sur le dia-* 
«lètre.:^^^ d*UR côté du point C, opposé à celui ou il 
était avant le point i?i augmente. G'est'oe que prouve la^ 
seule inspection de là figure : i^^/sjn«sde ABM\ est 
Hkoîn^re que, BC, sinus de r^^, et C*P^> cosinus du pre« 
mier de ces arcs, surpao^ie cosinus du second^ qui est 
nul. Il est à proposée remarquer qup;P'ilf' eit ^LP'sont 
respectivem.ent-ie^'sinusiet-.le cosinus, de l'arc -^'iHTy- 
compté du point^v^:Suppk2CQentde.^^iff!;4} p4 il suit 
qu'z^ ai^le obtus a Umêifie sinus et 49 méme-iifmnus' 
que son Aupplémmt^ . .^ > ' 

. , Lorsque le point Ji^ est^paryenu en ^^ lei sinus est nul 
çpmme.au point y^^ e^Ie^coainus-f st ^c^e iinje £bjs égal 
au raypn. Au fio^tA'ryVsirQABA''e$t égàï à la^-demi— « 
^irço^férençiey.Qu,à if ;, l'angle u^Citf. a, atteint sa plus, 
grande, )imit^, i;qi^i^,rien ne s oppose à<:iç que l>e)raypii; 
ÇÂf et Ippointd.^criv^tne continuentleqr. mouvement»' 
ep pas^fint au-des^xi^ du diamètre AÀ%1^. ^iimsr, qui 
(devient, alors JP*^"> tombe aus^ ^^-rde«POu$ du di^ 
mettre , et augmepl^ ^ mes^rjç quele .pg^içil; M" s'approche 
4^ B'^ tandis que }e cosinus. CP" diminue^ Au point B\ 
^ù^^wceABAUff ^«t lef | ^e la ci^piijfw-eoqe,jdu ^,, 
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fm est ^a! au Tayan CB', et Taûtre est nid. Enfin > 
depnt9\^ jusqu'en A, h sinus P'Af", toujours au-des- 
sous ée Ajt\ diminue sanscesse, et le cosinus ÇP^^ qui 
se trouve alors du même côté ou il était dans Ib premier 
^art de cercle AB , augmente et devientéga^au rayon 
en A. A ce point le sinus est nul , le potnt décrivant a 
achevé uneréTôlutiôn, mais il en peut recommencerune 
autre ; et considérant toujours comme uii seul arc la to-* 
talité du cbeminparcourupar Ce point ^ depuis le com- 
mencement du mouvement , il en résultera des arcs plus 
grands que la circonférence y et qui auront les mêmes 
sinus y cosinus-, tangentes » eotangentes ^ que ceux qui 
ont été décrits danff la première révolption. C^s considé- 
rations mènent a des conséquences trèsTimportantespouc 
Vanàyse^ et que ]*sli développées dans mes Traités de 
Calcul diiFérentier et de Calcul intégraL 

2?!. Il faut chercher maintenant comment les exprès^ 
sions algébriques des sinus et de*^ cosinus répondent aux 
diverses circonstances que fe viens d'exposer. PouE 
cela, je fais d'abord a=^^ dans les équations 

cos (a ifc.i) = cos a cos h zp sin a siii 5 > ^ . ^ 

sin (â±:&)=tinacos&±:sindcosia j*'*'*^ -'" 

En observant que cos ^îrs=o, et que sin j »= i > 90 
trouve 

cos (5îr±ft)=qr8in2^, 

sin (iw±i)a=sco8i, 

II faut remarquer deux choses dans ces expressions, 
savoir , leur valeur absolue; et le signe dont elle est 
affectée. 

. €ette valeur âe vérifie sur la figure; car AB étant 
i^r, si on prend Ta^c jfflfî pour 6, Tare AM' sextt 
i«--f- *; rôiais 'F'M' étant le sinus de AfM'^ aussi imik 
que de AM^ sera le cosinus àû^BJIf^ oh de k, tan?^ 
dis que CP' en sera le sinus. 
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Qui^nt ap aigae -«* qi^î i^ecte ces (i^r-f'fr) 3 en 
r.é&iiilte ^œ ^i l\Tt regarcle ccimme poûtifiB le sinus et lo 
cosinus (l*ya arc joindre que le quart de la circonfé^ 
Tfijnç^ , le cosinus d*na arc plue grand eera négatif, 
%^^é q^e son ^nus sera posit^. Si l'on fait aussi k=^ ^,- 
«in aura «os t:=:-^ 1 9 fljn f^^^o. 

Supposant ensuite que, dans les équations (A)» 
0ss9r., on obtiendra, d*après ce qui précède, 

cas («"iè) =5— . cos ft 
sin {^db b) c=r q: sîn b. 

La valeur absolue de ces formules peut se vérifier 
aussi facilement que ceHiB des précédentes : leur 
signe montre que tout arc compris entre x et ^ s; 
ayra son sinus' et son * co^inqs négatifs ^ et lorsque 
Ir^^T . on a / ' 

^cosjflrrso sînÎT=r-i. . 

Enfin quand a=f «-» les équations (A) se réduisent^ 
en v^rtu des valeurs précédentes ^ à 

8iiiÇ|^±*) = — çosi, 

et ii^s'*en8uit q^e tput ^rç compris entre | ^ çt 4 ^ t>^ uv, 
a son cosinu9 positif et son sinus négatif. ... 

En récapitulant ces résultats on verra, 

1*. Que depùîs.Ia pobi j^ jusqu'au pobt^, où l'arc 
^BA'=^ir^ les sinus sant pqsiJtifs ; 

4^4^! 4'=^'^ > ç'eajt-àr^re 4e «r jusqijL'^ air, te^ sim» 

sont négatifs; 

i?^ Q^f 4h>oî»?I? ppiftf -rf. juiqn'ap poi^t iÇ^ oà l'arc 
4^^^i ir , le? po4nw Wnt pt^itiff ; ^ 
: 4^. Que depuis le point B jusqu'au pcHitf Bf\ pu l'arc 
^l^^'^'=s:|?r,c'éstt^^4iiede ; tori|9r,les cosmnssoat 
négatifs; 
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5*. Enfin, que depuis le point B' jusqu'au point A^ où 
Tare ABA'BfA-zn %ie^ c'est-à-dire de ^ «- à 99-, iès eoii* 
uns sont positifs : 

£t Ton remarquera sans peine que les sinue changent 
de signe lorsqu'ils passent au-dessous du diamètre ^<^> 
et les cosinus , lorsqu'ils passent d*un côté à l'autre dn 
point Cy ou qu'ils tombent en-deçà on en-delà dn diâ^ 
jnëtre BB'.^ perpendiculaire au (Hremier. 
. Avec ces attentions, on étendra les formules dm 
n** 1 1 à toutes les grandeurs possibles des arcs AM et 
MN ^fig. 4 > ®^ ^^^ valeurs conclues de ces formules e'ao- Fig. 4> 
corderont avec celles qu'on déduirait de la construc- 
tion et des raiaonnemens du n** cité, si on les applt* 
quait immédiatement aux arcs proposés, exercice 
qui peut être utile au lecteur. 

s^ En suivant le cours des tangentes on trouvera qu'jelles 
augmentent sans cesse depuis le point A, fig. i o, j usqu'au Fig. 
point B , où l'arc AM est devenu égal à^ir. A ce pty\iit , 
la sécante JVC, se confondant avec CB^ est parallèle à 
la tangente AN^ et ue la rencontre par eenséiluent ptus; 
ensorte que YêXcAB n'a point, à proprement parler^ 
de tangente trigonométrique. Ou dit cependant que sa 
tangente est infinie; mais par eetce ta^essioa, il fattt 
«ntendre quTen prenant le point Jf aussi près du point B 
qu'il sera nécèssmre , on trouvera une tangente AN 
plus grande que telle quantité qu'on voudra. C'est au|éi 

ce que prouve i équation tang a == ^ qui donne 

pour tapg a ne valeur d'autaat plus gratide , que ces a • 
est plus petit , ou qu'on approche davantage dn point B. 

Lorsque 0ss&0t^5o, 3 vient (os «s:sio4 et par 
eonsécpient iang o*,5ox= i. 

Os prouve 1â même chose par le triangle CANJig* 9, 
qui devient isoscèle dans ce cas , puisque l'angle ACN 
étant égal à la-moifié d'un droite il en est nécessairement 
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de m^me de l'angle jiNC; la tangente 'AUt est d<mff 
és^h M rayon. 

Kg. 10. Quand l'arc AM, fig. i o, est plus grand que i », le 
txycnï.CM^e rencontre plus la b'gne ^iV au-dessus du 




cée dans un sens opposé. Dans le troisième quart du cer- 
^île , là tangente , qui a été nulle au point y^, repasse au- 
dessus du. diamètre AA\ et AN est encore la tangente 
de IWc AAM". Le rayon devenant encore parallèle à 
-;^iVj^ au ^poiBt ^, la tangente est encore infinie à ce 
pcdtity'passé lequel elle revient au-dessous du diamètre; 
en effet, ILarc AA'M^, par exemple^ a évidemment pout 
tangente AIV^ 

a5. Jetais examiner maintenant ce qui résulte de 
*expre3$i9n algébrique tang a = 



sin a 
cos a 



Il e3t visible que sa valeur sera positive dans tous les 
cas où le sinus et le cosinus seront de même signe^ ce 
rguiji^Jieu depuis o jusqu'il \if, et depuis' t jusqu'à | wi 
.«lie sera par conséquent négative depuis ^ s* jusqu'à v» 
• et* .depuis I ^ jusqu'à q,w ^ d'où il suit que , , pour Jes tan- 
gentes commepour lessinua et pour les cosinus, les cban-^ 
.gemens de signes correspondent auésiaux cbangemena 
de situation. On trouverait de même que les cotan- 
gentes sofit' positives depuis o° jusqu'à |sr^ depuis ^ 

• Jusqu'à |t, et négatives depuis ^9* jusqwa 7, depuis 
.}7r jusqu'à a^. . .. ^ 

'... ,a6. Dans: le calcul on rimcontre quelquefois des arcs 
négatifs : leur sinus et leur cosinus peuvent aussi se 

. détermixiei: par les 'formules du n'' 1 1 . L'expresskm de 
«in ( A'— 6) changeant de signe quand on y cbange 'à, en b 
«t îena, fait voir que iin (&'-*-a)B<^ain (a— i)^ 



\ 
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dim qaand a^b, l'arc négatif i -— a a un sinns néga- 
tif. 

Si l'on constrnisaitla figure 4* dans cette hypothèse, Fig. 4% 
en prenant AM=b^ MN=a, et portant ce der- 
nier arc au-dessous du point M, pour opérer coknme il a 
été dit dans le numéro 1 1 , Tare jiN^ se trouverait au-des^ 
sous de jiC au lieu d'être au-dessus : le sinus Q'JY' chan- 
gerait donc de côté, ainsi que Tare. Qu^nt au cosmus, 
il demeurerait du même côté; et par les formules oa ' 
trouve aussi que coe (6— a)=:cos (a— 6). 

ay. La proposition démontrée dans le n® 1 1 a encore de 
nombreuses conséquences , dont quelques-unes seront 
nécessaires dans la suite; c'est pourquoi je les placer 
rai ici. 

j^ En ajoutant entre elles les deux équations 

,,,,:. sinacosi-f-sinAcosa 
8m(a+6) = ^ — 

. ^ ,^ sinacosft— sînicôsir 
sm (a— û) = ^ M 

on aura 1' ■ . 

* sm (a + 6) + sin(a— 6;= — »— — * 



d'où 



sin a cos 6 = -«- sin (a + i) H — sin (a— 6). 



a^. En retranchant la seconde équation de la pre-« 

mière^ on aura 

' r i L\ ' f ,v_flsînAcosa . 
sin(a-t-A)— sm(a — 0)= — - — ^r , 

d'où 

sinico8à==— sinfa+i) rsinfa.— i). .-. 

Zjorsque asi^ cçtte formule etlaprécéde^te dozment 

cos a 8ma= «* sm sa. 

...... . a ■ :,.. . 
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2^* Ea a}otitaiit entra, elles le» déqz éqoetiooe 

/ . tv cosacofti— 8ino«ini 
C03 (fl4- ^)= -. ji ^, 

, , ^ cosa C08 4 + sin o si» fr 
cof (a— ^} 55; ' g ^ 

on anra 

/- • Lv . / l^ acosacos* 
cofl(a4-&)4»cog(a— 0)= ■ j^ ■■ » 

cosaces6==— co«(a+i)+ — coi (a-^6). 
Lorsqae a=&, cette formnie donne 
co« c* = — C08 aa 4- — , 

• 4 

en otMervant que iei cosinus est égal au rayon /lorsque 
Tare est nul. 

4^ £n retrancbant la première équation de la se- 
conde > flL Tiendra . ^ 

/ LN / I ï.\ asînasîni 
cos (a— .^) — cos (a+ 1») = p , 

tfoà 

sin o sin fi =; ^ cos («— î) — — cos (a+6). 

a. ^. a V . X 

Lorsque ii=fi > cette formule donne 

/ sina*= — — — çpsafl. 

a . a 

5^ Sx Ion fait c+*=«'i a— t=6'i on trouvera, 

en ajoutant ce» deux équations, a«c=à'+A', et en 

retranchant la seconde de la première ^ a6=a' — fc'; 

. . " 4^+1/ . a' — V 
il suit ide"la''quc a = ■ ^ " r.f^^ — - — • 

' Mettant ces valeurs dé a et de b, dans les expres- 
sions de sin a cos>6, sin & cos a , cos a cos 6 ^ sin a sin &^ 
obtenues précédeounent , on trouvera 



-:*i 



v 



■in^WP 



DE T&lieONOHETKIs; Vf 

lin Kâ' rf-i^«os i (o' — i^ =£^ (ône^ +8ia y) 
co«i (<»'+ 6') an W —V) 5=^ (sinaT— raiy) 

sin Kû' + iO on i (a' — fcO «5=~ (c^» 6'— cos </); 

Divisant la soconde des forouiles précédentes par là 
première , on aura 

cos \ (c/ + y) sin \ (g'-^y) _ 

sini C^' + ^OcosiCo' — 6') 
sin^Çg^ — y) co8i(£/4-y) _ 8Îng^— siny 

cosi<a'— yy 4ni (û' + *0~«inû'+siny 
Observant ensuite que — -: = ■ \. " (SXetqnepay 

conséquent^ =--^.;b oMendr. 
^ Sin -<« tang A 

tang \ (g^— «y) sing^ — sin y 

tang \ {al + y) sin g' + sin y* 
On conclura de même des deux dernières formnlei 
rapportées ci- dessus^ que 

C08 y — C08 g^ _ tang \ (a'+b') tang |(i/— &^ 
cos g* 4- cos y .► W * 

6^. £n divisant l'expression de sim (g±:6) par celle 
de cos (g ±; b) , on aura 

sin (gdb&) sin a cos £ ± sin & cos g 

cos(gdb6) cosgcoséip sin gsinÂ' 
•divisant ensuite le numérateur et le dénominateur, de 
la fraction du seqcHid mem}>re par cos g cos & » elle de« 
.viendra 

sin g _. sin 6 

cos g cos b 



sin g sm 



T* 



• « 



• 



cos g cos 



î 



/ 
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«t eornnb en général ^=îî^,(8j, 09 obtiens 

dçB.par. ce moyen ' 

^ f-~Sî]ifîÏÏî&è~^ fi* hF tang a tang 6 * 

/t /c . . , . , 

«t enfin t«ng(fld:4)=: ^.f*î5I£^l22i^' " 

/î! q; tang <i tàpg é * ' 

En ce rappelant que cpt ^ == j^jp-^C9)» ^^ trouvera 
.....■' tBDg(adti) taag^i tango 



cota'cot b 



R" : fi 



a > 



• . xota cote 

r 

••l en rédnisant/ en parvient à 

- ^;.#.V -4- i:\ • pot a cot i rp fi* .. 
• V -f coti±:cota: 

• « . . . » 

a8. L équation ^ i ^^ . lX =- — /'." . w , de 
^ tang ;! (ûT -f- ^^ sin a' -f^^m ^ • 

laquelle il résulte que la somme des sinus de deux arcs 

est à leur différence, comme la tangente de la demir- 

àomme de ces arcs €st à la tangente de leurdemi^iffé^ 

Tence , &*obtieât imtaiédiatement par une* oonstruction 

géométrique fort élégante. 

jP3g^ ,,, JIM et AN^fig, Il , étant.les deux arcs a' et A', on 
aura MP z=z sin a' , NQ = sin V ) ' Tnenant NC pa- 
rallèle au diamètre ^B , prolongeant MP jusqu'en M\ 
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S) en résultera 

M'R:=iM'P+TS'q=^ma'^BmV (i4). 

Cela fait , si da point C, comme centre , et d*un rayon 
CD, égal à celui dii cercle ACB\ on.dècrit un arc EDG, 
que Ton mène: au point D de cet arc une tangent» ter-- 
minée parles droites CJf et CST, il est visible que DF 
et DH seront Jés tangentes désircsjD^ et P<i, qui me- 
surent les angles MCN et NCM^', et comme c<^8 angles 
ont leur sotmmstà la circonférence da3cercle ACB . il» 
auront aussi pour mesure la moitié ^de'- 

et celle de 

on aura dojQç .. , . 

^ DF= tang l (a' — b% DH = tang i (a' + i'). 
Hais à causé des parallèles ikf3f ^^FH\ on auria cette * 
proportion ' " _l . 

mrimri'.dfidh] 

ce qui revient à l'équation proposée. 

Il serait facile dé modifier la construction ci^-deseus de 
manière à en déduWe les diverses équations analogues à 
celle qu'on vient df démônfriarf ,^ . 

, 'il-', i * »',''*. 

' rsgt :Cp^taie.;On^-a-|ouven^-oceaaioi]f de faire iitsege 
des formulée ^xqueUes je suiâ pafv^iïu précédem- 
ment j )e les ai réunies dans le tableau suivant, avec 
d'autres qui s*en déduisent par 8és procédés facQes a 
imaginer. Les nttaérosqu*on lit apfds chaque formule 
marquent les ^articles où elles oht été trouvées, ,011 
desquels on peut.led conclvre» , • . ' 
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Thbleau des formules trigommétriques les 

plus usitées. 



sin a* + co8a*= A* (lo) 
• i' -i- r\ sîiï <ï cos i ± sin b co9 a 



A 



Il ^1 



coi^(^d=Â) 



C08 a C09 À 31 sin a sin i 



00 



il If 



JR 



8În a cosi= ^Psin (fl-h 6) + sin ( 



C08 

sin 



(a?) 



3 

sin a + sin i == _. r- sin J (a + i) cos K«^— *) 

~ " MX k 

sin a — sin ft =z= -— cos i (a + 6) sin i (a — S) 
cpsa + ços6= •^cos7(a-f-&)co3i(a —ri) 
cosa— cosi = — -«sin 5(0 + 6) sin i(a — 6) 

t 
, 3 Sin'û C0S41/ ,' ^ . , 1-/-^ — '-^ — ^"^ r 9\ 



cos c^— sîiia? àcosa*— t/î* y ^ 

'CO8 SCtSS' I 1 1 i ■< n I I -i i > »* 111^ « » > irSt I ' il I I ■ I ■ ■ « ■ I J ** ^1 l-J 

/î , R- 



cos a* = i /î (H 4- cos Qo) (27) 

sin«^-*8iiift<'=i:coï6îï^eoBO*fc±8În(>a+Ji)sïil(i>i^ 10) 

cosc*^^sinA'553COs(aH-6)cote((ii*^i) (i*l>.iio) 

tatig ^z =5= (8),, cot a= -— ^ = — : (9) 



il* 



* t '• 



«•• 



r; 



seca=r— ^ — , coséc a =: -,. .. 
cos a « - sin a 



^^ ^ cos(a±6) jft'^tangataagi "^ ^' 



Mi 
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Suite du Tableau des formules trifçonométriques. 



n 



KSSD 



m m i^t 



taBga-{-tang&r=: 
tang a — taiîg b =: 
çotû+ coti= 
cota— cot6r=— 



C0& a oos b 

CO0 a C08 6 
B* ?m (a + b) 

aisx a sio b 
fl^ «n (fl — b ) 

sin a sin* b 



tang a* «- tang b^ 



R^ 8in (g -4- b') «n (g — h) 
• C08 a^ cos b^ 




coi 



- B^ 5jn (a -f- ^) sîn (a — b) 



(», n) 



8in d^ ain b^ 



«D fl -f- ôin A 



sin a — «in 6 



tangKfl-fi) 

tangiCo— 6> 

_^ tangi(g-ffe) 

cosa4"Cos6 /( * 

«in g4^8inft cot \ (a-^b) 

cosa— C08& R ' 

sin a — sin i tang i (g— i) 



sîn a ttingla 

il-+-coba R 

8ih« cot ial 

A^— cosa il 



(a?) 



C08 a -f- 005 b S" 

sin a-»- sin 6 cot \ (a+6) 



co8a— cosb 
co3a 



R 



coâa 



a+co86 col i.(.a— b') 8éca.+ sec 5 

^-^cos^ tang ^ (a-f-^) séq a •— séc b 

R tang g 



R' 



jing 



'.V/fi"+tangg*' 



cos g = 



(8>io) 



VjR'+tangg 
Arrsin i^ =coA Q^;= tang i^= cot 5* =aéc o^=:coséc i* 

= 4 8éc§Ua3, a4i) 
sin g = ï corde 2g ( 14) 
sin (l'dbi) = + cos i , cos (i î±:è) = qr sîn i ^ 
sîn (2*dti) = qp ^''ï ^ ^ ^^^ (2^dtb) = — cos b f 
m (59±b) =— cos 6 , cos l^'±b) '— ± sin b ( (a5). 
«n (4^it:i) = ±1810 i , cçs (4^rfci) =± + cos i ; 
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3o. Je vais parler maintenant de l'application âeê 
tables trigonométriques à la résolution des triangles, 
pour laquelle il faut se rappeler que » par le moyen de 
ces tables, lorsqu'un angle est connu , la valeur de son 
einus , celle de son cosinus^ celle de sa tangente , et celle 
de 9a cotangente sont connues aussi » et que^ récipro- 
't[uement , quand la valeur de Fune de ces lignes est don* 
*ûée , celle de Tare doit être regardée comme donnée» 

^- ^^' Soit CDE, fig. la, un triangle rectangle en £>; de 
j ïtin des angles aigus €,, on décrit , avec un rayon égal 1 
celui des tables » l'arc AM, on abaisse jPM perpendi-j 
' culaire sur ^C^enEn on élève îa tangente A^, pourfor* 
mer les deux trianglesdes tables, savoir , CPM qui sera 
celui du sinus et du cosinus > et C^jY celui de la tan- 
gente et de la sécante. L'un et l'autre seront semblables 
an triangle proposé ; et en. les comparant successivement 
avec celui-ci , on en tirera 

CM : PM :: CE: DE ^ c RisinC:: ce: dé 
CM : cp ::CE; CD f^^ \ R: cosC:: ce : CD 
c^ : AN :: CD :de om r : tang C::Cd :de. 

L*angle E étant complément de l'angle C, on aura 
cos Ct=8in E} les deux premières propositions peuvent 
ee réunir dans une seule et s'énoncer ainsi : Le rayon 
est au sinus de l'un des angles aigus du triangle rectangle 
proposé j comme t hypoténuse' est du côté opposé à cet 
angle. ' ' 

La troisième montre que le rayon est à la tangente 
de Vun des angles aigus du triangle rectangle propo^ 
se, comme le côté de P angle droit , adjacent à cet angle 
aigu, est au côté opposé. 

Le rayon étant toujours donné, il suffira de connaître 

' deux des trois autres termes de chacune des proportions 

que )é viens d'énoncer ; pour trouver celui qui reste. 

Ainsi' 



V 
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Aiûri, par la première on* déterminera toujours une de 
Ces trob choses lihypoténuse , un côté et un angh aigu^ 
lorsqaon en- connaîtra deux. 

Je mets simplement un angle aigtf , quôiqili la pro- 
portion exige que cet an^e soit opposé au côté donné 
eu cherché, parce qu'un des angles aigus fait trouver 
Tautre sur-le-champ; et que par conséquent si celui 
qu'on connaît ou qu on cherche, ne remplit pai cette 
cdnditipn , on peut employer son complément. 

' Par la seconde proportion on déterminera toujours 
une de ces trois choses t les deux côtés d'un angle droH 
' et un angle aigu, lorsqu'on e^ connaîtra denx. 

Il suit de lâ^ i^ que, connaissant un côté et un angle 
d'un ttiangle rectangle , on peut Calculer les deux autre* 
côtés; â°. que > connaissant deux quelconques des côtés^ 
on peut calculer les angles aigus. 

Ces deux cas ne comprennent pas celui où l'on a deujc 
côtés quelconques d'un triangle , et où Von cherche le 
troisième ; mais céhii-ci se résout immédiatement par 
la propriété connue du triangle jrectangle, qui donné 

CD-^-DEiirz CE, et d'où l'on tire CEz=:\CD^DE^ 

Si Ton connaissait rh3rpoténu3e CE , et l'un des côtés 
de l'angle droit « DE , par exemple , en aurait 

CDz^y/cE'^^DE. 

ft -4 

^ XnobseryantqueCjE— D£=(CjF4-D£)(CiE-J>JB), 
et en prenant les logarithmes des deux n^embres de 

r équation CD^ ^{CE-^DE^ {JCE—DE) , on 
trouverait 

\CD=\\\{CE'\'DE)^^\{CE^DE)'\. 

Lorsqu'on construit des formules qui doivent servir 
à des c^culs numériques , il faut toujours tâcher de les 
Trigonométrie. 6* édition. i 
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préparer tie mamière qu'on pvîase y appliquer les lo- 
garithmed commodément^ c'est-à--dire. qu'on ne soit 
obligé de passer des logarithmes aux nombres, et de 
repasser ^le .ceux-<;i aux premiers » qub le moins qu'il 
est possible. En appliquant les logarithmes à la re-* 
cherche de -CD , ali mojen de sa presiière .ex]^essioB p 
on Si^tira bien éyidensMEnevt rpbjet de celte remarque. 

Je terminerai cet érftpôsé deë principes qui serrent 
, à résoudre lestriaiigle» f^tangles , en ofbsfervatit que les 
deux' ces traités en dernier liea , «e résolvent aussi par 
les deux proportiûtis rapportées au cioœmencement de 
cet article; car, i°. ai, eonnaissant CD et DE^ on 
veut trouver CE^ on pD;iUTa calculer l'un des angles 
aigus y C, par exemple, par la proportion /{ : tang C 
:: CD : PE^ .^y&nt trouvé cet angle, on calculera 
l'hypoténuse CE par la proportion R \ sin C i; CE 
\ DP^ dans laquelle on conn^tra les trois termes R, 
fin (? et DE, â°. Lorsque l'on connaîtra l'hypoténuse 
CE et l'un des autres côtés, CD , par exemple» on 
calculera l'angle aigu opposé au côté cherché^ parla 
proportion A : sin £ ou cos C :: CE : CD^ puis on 
trourisra le eôt4 DEpsûr la p^poiMoii RléiûCllCE 

• DEm . . » ... .^ , 

3i . On peut résomisr ce qui vient d'être dit sur les 
triangles rectangles d'une manière commode , en dési- 
gnant leurs angles^par:/#, S, C, A étant l'angle droit ^ 
et nommante , b et clés côtés qui sont respectivement 
opposés à chacun de ces angtee, ainsi que Té montre 
Fig. i3. la figuré 13. On aursl d'abord par lé Crémier principe 

R : sin Cllh i c, R : siVj? liai b. 



d'où l'on tirera 



c sinC i_ ^injg 

â~''R~' u^ R^ 



\ 
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Chassant a de ces deux équations , ce qui se fait l9n di-i 
visant chaque membre de la première par son correi* 
pondant dans la seconde , on trouvera 

c sin C 

5"^im5' 

. «% v^ sin C tans C .- 

et commi sin B=:oos C, et que -^ — ^=: ■ ^ , il eit 

COiS O li 

ré8ulteraT=-^Ti^ > équation qui représente le second 

principe énoncé dans le numéro précédent. 

£n£n, si Ton quarre chaque membre des denx prer 
mières équations, et qu'on ajoute ei^sEute, i^embreà 
membre, le? équations résistantes, en obserrtatque 

sin C* + sin iP*==8ui C»+ co5^C*^fl* (ao) , 
on aura 

II snit de là qu^ les deux équations 

c^^sinO b' sini> 

suffisent , conjointement avec la relation qui existe ex^jtré 
les angles B et C , ^our résoudre tous le» casdes trian- 
gles rectangles, " 

. 3fl. Lfi pjçincipe sur leqifel.e^t fo/i^ée la résolution des 
triangles reptangles , conduit à ce]le des triangles quelr 
conques. En abaissant de l'angle B du triangle AfiC, 
ïig. i4, une perpendiculaire. ^Z>, on formera dei:|3i; Fig. 14. 
triangles ABD , BDC, rectangles en Dioï^ #ura dans 
le premier ^, 

R:smA::AB : BD, 

«t dans le seconod 

RUihC\::BC:m, 

5.. 
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ce qui donnera 

RxBDs=:8ÏnjiXj4B RxBD=6mCxSC, 
et d*où il suit par conséquent 
Bin^X^/^— 8inCX-i9C, ousm^ : sin C\\BC\AB. 

Lorsque la perpendiculaire tombe en dehors, Tangle C 
n*est pas commun au triangle ABC et au triangle BCD ; 
mais Tangle BCD et Tangle i^C^, valant ensemble 
deux angles droits , ont le même sinus (aâ). 

La proportion obtenue ci-dessus peut se convertir 
en principe général , et s'énoncer ainsi : Dans un 
triangle quelconque , les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés à ces angles. 

33. La même proposition se démontre aussi de la. 
manière suivante , qui p^àît plus analogue à l'idée que 
j'ai donnée de la Trigonométrie , dans les numérçs i et fl« 
Fîg. i5. Ayant inscrit le triangle ABC^fig, 1 5, dans un cercle, 
si l'on décrit du centre O de c^ cercle , et avec un rayoa 
' Oa , égal à celui des tables ; un cercle abe , puis qu'on 
joigne par des droites ab, bc et ac, les points où les 
rayons^O, BO, CO,renccxntrent le cercle des tables , 
oh formera un triangle abc semblable au triangle pro* 
posé ^ et dont les côtés ab , bc et ac ^ se déduiront des 
tables. 

La ^similitude des deux triangles ABC et abc devient 
évidente lorsque l'on remarque que les droites aO, bO 
et cO, étant égales comme rayons d'un même cercle, 
ainsi que les droites ÀO ,'BO , CO, les triangles AOB^ 
BOC etAOC, ont leurs côtés AO etBO, BO et CO, 
_, AO et CO, coupés proportionnellement aux points a 
mtbybetc^aeXc^ et que par conséquent les droites 
ABetab, BC et bc, ACetac, sont respectivement 
parallèles: on a^donc : . 

AB: BC :AC:: ab : bc : ac, 

i 

eu :: î ai : i fie : i ac 



\ 
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Cela posé , les angles du triangle abc ^ ayant leur 
sommet placé à la circonférence , sont mesurés par la 
moitié de Tare que soutend le côté qui leur est opposé , 
et chacun de ces arcs a évidemment pour sinus la 
Moitié de ce mêmç côté (i4) : donc 

1 ai =:= sin c = sin C, 
^ ic = sin a = sin ^^ 
I oc = sin fr = sin B, 

et par leonséquent 

AB \ BC \ AC :: sin C : sin^ : sin B. 

La comparaison des triangles AOB et aOb montre 
deplusque^i^ labilAO :aO,ouqueAB : nànCll 
AO : aO-, c'est-à-dire que chaque coté du triangle ABC 
est au double du sinus de l'angle qui lui est opposé, 
comme le rayon du cercle circonscrit est à celui des 
tables (*). • 

« 

34. En désignant, comme dans le.n**. 5i , les trois 
angles par A^ By C, etles côtés respectivement opposés 
à^chacun de ces angle*;, par a, b^c,J^, 16^ 0^ aura^Fig. i^ 
diaprés ce qui précède, les proportions 

sin A :9\nB::alb, 
hmA :8inC:;a: c, 
sin^ :sinC::& icf 

desquelles on déduira les équations 

b __ siirB c sinC . c ainC- 

a~fbmA* a~îm2* Â~sm'5' 



(*) On poarratt considérer les lignes ab, bcei ac, comme les sinns 
mêmes de ces angles^, jB, C, en prenant pour nnité le diamètre db 
cercle abc\ c'est ainsi que M. Carnot les a présentées dans j'qûvragc 
intitulé Géométrie de Position,, On y trouve, d'après celle défi- 
nition , une démonstration très-simple et très-élégante de la piopo- 
•ition da no II et de Ks coasécpenees les plus imporumtes. 
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On résoudra immédiatement par ces proportions nn 
triangle : i". lorsqu'on y connaîtra deux angles et un 
côté y puisqu'alors tons les angles seront donnés, et 
que les côtés cherchés seront nécessairemet opposés à 
deux de ces angles ; si , par exemple , a est donné , ainsi 
que les angles i?. et C ^ on retranchera la somme de ces 
angles de deux droits^ pour avoir l'angle A, et les deux 
premières proportions feront connaître les côtés cher- 
chés & et c : a^. quand on aura un angle et deux côtés 
dont tun soit opposé à V angle donné; si c'est , par 
exemple y l'angle A avec les côtés a et £, 6n calculera 
Tangle S par la première proportion ^ et connaissant 
alors deux angles, on retombera dans le cas précédent. 

Il j a deux cas qui y n'étant pas compris dans ceux 
que je viens d'examiner , 'semblent éthapper à la mé- 
thode : ce sont ceux dans lesquels on connaît deux 
côtés et l'angle compris, ou bien les trois côtés; je vais 
m'en occuper successivement. 

35. Je suppose d'abord que l'on cojinaisse les deux 

côtés a et & y et l'angle compris C En mettant tes 
équations 

c ,sin:C c sîn C 

a fiini^* b aïn Bi- 
sous la forme 

a sin C= c sin ^, b sin Cs=z c sîaB, 

pour les ajouter membre à membre, et ensuite les 
retrancher l'une de l'autre , on trouve 

(a+b^~mC:=zc(^ûnA + BinB)y 
(a — i) sin C=c(8in-^— sin^); 
divisant le dernier résultat par le premier, le côté in- 
connu à disparait , et on a 

41,^^ b sin >^— sin J? 



a-^b UnA + èitiÈ 



• > 
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"Maifi on a vu (27) que 

sin A — svaB tàng \{A — B) ^ 

8in A + sin ^~tang \{A^By 

on en conclura donc 

g-fe tang^^^Z?) ^ 

«+ï tangiC^ + ^K 
d'où Ton déduira là proportion 

qui s'énonce ainÂ : husoTKmM à^&àéxjLsa cêîés d'untrmngie 
estàleurd^érence^cQTnmelàtangentedêladefm'SomfW 
des angles opposés à ces câtéf, est à la fangente de leur 
dend-'^ffèrenc'e. 

Tout e«t connu dan« cette proportion , à Texeeption 
de A'^Bi car 8i on retranche de deux (piadrans la 
mesure de Tangle connu C, le reste sera celle de 
Al + B } prenant par conséquent la valeur d^ 
taûg ï (Jt'^B), il Tiendra 

taeg i (^ -i?) == f^X tang K^+^)- 

Connaissant alors les angles 
~ (>rf-f-J5)ct J ^^ — B), si on les ajoute^ on aura 

^ ai OB rétcanclM ie sMond da ftfmùtfy il ^«ndr* 



M H i> 



O On pent aussi , popr plus dp briiÎT^^ ivftp ^ ttqfùvtioii^ 

a: bziêinA: B (3a), 
llo laqndle <m tira Immëéiatemeut 

et Ton en conclura, par Je a^ ^, 



ifi TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

c'est-â-dire que le plui grand angle s'obtiendra en 
ajoutant la moitié de la somme à la moitié de la diffé" 
rence, et le plus petit, en otant la moitié de la différence^ 
de la moitié de la somme» 

Lorsqu'on aura calculé tous les angles , on Irouyera 
le troisième côté par la règle du n^ Sa. 

36. On peut aussi trouver immédiatement le troisième 
côté , en abaissant une perpendiculaire sur Fun des côtés 
donnés; de l'angle ji , par exemple , sur le côté donné 
Fi^. i4* BCfJig, i4« Onaura, parla propriété connue destrian- 
gles obliqnangles, Jf5= j?C+']9C*q= aAC X DC, 
le signe supérieur ayant lien quand la perpendiculaire 
tombe en dedans du triangle , et le signe inférieur 
dans le cas où elle tombe en dehors; de plus, dans 
le triangle rectangle BDC, on a (3o) DC=zBCx, 
sin DBCz=zBC><,cos C^ en faisant A=: i : on conclura 

dé \kÂB:=^ÂC'+lBC—2ACxB et que par 

conséquent 

jiB = VAC+BC'^aAC.BC.co%C, 

w 

formule qui revient ^ suivant la notation établie, i 



c = Ka» + i* — aai cos C, 

et donnera le côté c par le moyen des denxantres aet b, 
et de l'angle C Un seul signe suffit au terme ^ab cos C, 
parce que quand l'angle C est obtus , son cosinus est 
négatif, et change par conséquent le -« en -4-> comme 
l'exige la con9truction géométrique. 

' 37. Cette formule ne se prête pas commodément au 
calcul logarithmique ; mais comme on a 

cos aC =: 1 •— * a sin C* (27), 
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«n aura aussi 

C08 C=: 1 -r-2 ( sini C )*, 

en écrivant | C à la place de C; et par cette transfor- 
mation on obtiendra 



c= |/a* H- 6*— Qob +4ab ( sin ^ Cy= 
X/Ça—by-t'/iab (sin i C)». 



Faisant ensuite 



28in|C /— r 



\/a6 = tang et , il en résultera 



c= (a — fc) v/i + tang**= , puisque co8«=s 

cos et 

■y-— — ==j. On calculera facilementtang «e par la pre» 
mière formulé ; et lorsqu'on sera parvenu à J'angle «, 

on aurapar la seconde c = — - — , 

^ coè * 



cos C=z 



38. L*équation c= v/a* +4*— aoi cos C fait con- 
n^tre Tangle C , lorsque les trois côtés a^ b , c, sont 
donnés f car en élevant chacun de ses membres au 
quarré , on en tire 

a* + 6*— c* = nab cos C, 
d'où . 

mais cette expression étant peu commode pour la cal- 
cul logarithmique, il faut en chercher une autre. 

Si l'on écrit âCpour C, et qu'on mette i — a sin C^ 
à la place de cos C(py) , on aura cette expression : 

2ab Qab 
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et par conséquent 

iinC»= (g+fl— &) (c— g+&) _ 

4ab 

{c + a — b) (c—a + b) 



ab 
mtts^il est facile^de voir que. 

c "t- g— ■& c +a -4- i • 

1 — = — : a: 

a a 

si donc 00 fait C'j^a^ b=f^ oAaurà , en prenant la 
racioe quarria , et en remettant j C an lieu de C 

.îni r- % /nZEZOI/EIl 

sin y C = l/ « .... «^ . . ■ ■ t ^ 

formule qni conduit & la règle suivante: 

. Pour trouver un angle Sun triangle j lorsque les trois 
cotés sont connus , de la demi-somme dès trois côtés rer 
tranchezsuccessiuement chacun de ceux qui comprennent 
T angle cherché ; multipliez les deux restes entre eux ; 
divisez ce produit par celui des c6tés qui comprennent 
Sangle cherché, et prenez la racine quartée du quotient, 
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle. 

39. La solution de tous les cas des triangles 6b\hr 
iquangles ne dépend , comme on Yoit> que des trois 
' règles énoncées dans les numéros 3a , 35 , 38 , et rer 
pose sur le principe dont on a tiré la solution des 
triangles recfangles dans le numéro 3o : il sera donc fa- 
cile , avec bn peu d'attention , de retenir ces règles; et 
le calcul des exemples. Que ye vais donner sufiira potur 
mettre le lecteur eii état de les appliquer» 
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" Exemples de la résolution des triangles teciangles. 

^•^ Connaissant dans le triangle rectangle BAC ^ 
fig, iS, rhypoténuse a et un côté c, trouver l'angle Fig. i3. 
opposé Cà ce côté; et soit l'hypoténuse a=i 3"*'*'", 178, 
le côté c = 7"',357. Où aura (3i), pour déterminer 
sin C^ la proportion 

a:c::R:sinC, 
d'où 

sjn C= — —^ 

et prenant lés logârîtliinés , 

\m€=m^\c—la., 

Pour plus de simplicité , on fait presque toujours lô 
rayon égal i Tunité ; son logaritfa^ est alors zéro^ ^ 
n'en faudra par cortséquent tenir aucun compte ; et au 
lieu d'effectuer Jes soustractions ; on emploie les com^ 
plémens arithmétiques doût la théorie est exposée à la 
fin de mes Elémens d'Algèbre. Yoici l'opération : 

Jc= 17,357 = 0,86^7008 

comp. arith. la— comp.arith.l 1 3, 1782=8,8801 5o5 

somme ou 1 sin p= 9,74^851^ 

qui , dans les t^les , répond à 0^,377 = C. 

a*. Connaissant l'angle C=b*,5837, l'hypoténuse 
a = 33"*,a53, trouver le côté b. On aura (3i) 

. . R\ ûaB ou cos C : : a ; & 4 

, flXcosC 

li = lfl+l C08 C— lRT=ltf-f.lcô8 C: 

or , la=133,353 = i,5ai83ot 

lco8C=l 0080^,5837= 9,7841010 

somme ou 1 6= .^ ..,..* . i^SoôgBiS 
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qui répond^ dans lea tables, âi20'",âa8=6y àmotnf 
d'un looo* près. 

3*. Connaissant le côté c = S^Sgi , TangU 
B = o^^SSod , trouver le côté b. On aura ^ 

7i:tangB::c:i, 

d*oà 

, c X tang B 

I& = Ic + 1 tang i? —- IR ; 

or, lc = 15,39i= .* .0,7316695 

Itang J?=l tango*,35ofl= 9,7875265 

somme ou lc= , 0,5192948 

qui répond , dans les tables, à 3'",3o6= c. 

Exemples de la résolution des triangles obliquanglesi 

Ti%. i& 1*'. Connaissant dans le triangle jiBC, fig. 16 ,' 
le côté c , les angles A etB ^ trouver le côté b. 

* 

Soit A = iï,38o5 , . Jî =5= o*,5879 » ^ = a7",348 ^ 
l'angle C sera 2^ — .(^H- ïï) =25 —1^8684 = oSi3i6,. 
et on aura (32) 

sin C : sin 5 : : c : i , 

d'où 

• c X sin 5 ^ 

sinC ' 
li = lc4-lsini?— hin C; 

or, le? =1 fi7,348 = .,......•.,......;. 1,4369266. 

Isin ^ = 1 8ino»,5879= g^goi^Sg^ 

comp.arith.lsinC=comp.arith.l8in g', 1316=0,6877217 

somme ou 1& = . . • « • . . ^ 2,0264867 

qui répond, dans les tables , à io6'*,289 = i. 

2®. Connaissant -dans le trianglej^^Cles deux côtés 
, a^bf et Tangle compris C » trpuvejr.le troisième côté c» 



,/ 
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Soîttf=a8'",443, ft=i7"»,8o3, C=o^84a6; on 
commencera d*abord par trouyer les autres angles. On 
aara (35) 

û + i :a— i :: tang ^ : tang ; 

d'où 

A 






et 

1 tang:î^l^=ltaDg^±^+l(a-i)-l (a + 6), 

or, -^4-^=af—C=a*—o^84afiaE 1^,1674, et 

fl + i = 28,44a + 17,803 = 46,345 , 
a — fc =^ a8,442 — 17,803 = 10,639 , 

A "^B 
1 tang = Itang 0,5787= o^lo84874 

\-{a — V) = 1 10,639 = • 1,0369008 

comp.arith.l(â-{*&)=:comp. arith. 146^345=8 ,334935a 

A — B 
foi^Qme ou log tang = * 9>47o3^^4 

qui répond à of,i8a8 : 

Donc £±i+^î^=-? = ^=0^,7616, 
a a V > 

A^B A—B „ ,-^ 

et — ^ — — == B = 0^,3969, 

Maintenant pour déterminer le côté c , on aura la 
proportion 

siD^:sinC;:& : cj 

d*où 
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_ & X sin C 
^"^ slnB ' 
et lc = lô + l8m C— l8ini5; 

of , ]b = I 17,803= V i,25o4<)3a 

hin C= 1 sin o^84fl6= .' .9,986*5885 

comp.arith.lsmifc=comp.arith.lsino^,3959=o,a34G57^ 

somme ou le = , ^À7^7^^9 

qui répond ^ dans les tables , à 2Q"^fi5o == c. 

3^. Connaissant, dans le triangle jiBC, les trois côtés 
a, 4 , c , trouver Tangle A, 

Soit a =29«,q37, 4= i8",743 , c= i3",782. 

Suivant le numéro 38, on ajoutera les trois côtés a , 
5 , e , entre eux , ce qui donnera 61 ,562 ; et de la moitié 
30,781 on retranchera successivement^, c; il viendra 
pour restes ia,o38 et 16,999 : on aura ensuite 
I 16,999 = • • 1,2504334 

1 i2,o38 = ; 1,0805543 

comp. arith. 1 .1 8,743 = •. 8,727 1.699 

comp. arith. 1 13,782 = 8,8606878 

somme, ...,..,....../.... ♦ 19,8988264 

dont k moitié Qu I sin 5 -^ = 9>9i94i3a 

qui , dans la- table ,• répond à 0^,6987 = ^ -rf t éénà 
.^=l^3974. 

40. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne saurait 
/ <;ompter le détail des applications dont la trigonomé- 
trie rectiligne est susceptible^ je me bornerai à indi— 
> quer la solution de -trois questions que Ton peut re- 
garder 'comme la basé de Part de lever les plans. 

Yoici l'énoncé de la première. 

Etant donné de grandeur et de position, sur un plan, 

Fig. 17. ï'Wfi ligne AB , Jig. 17 ,* 'déterminer y par rapporta cette 

ligne f lapositiondun point C, situé dans le même plan 4 
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«B, ce qui revient au même, trquver Us distances 
AC ^ BC. 

Pour U résoudre, il faut mesurer la ligne jiB , qui . 
•8î la base de lopération , et les an^UsCjiBetCBA 
compris entre cette base et les lignes qui en joignent 
ïes extrémités avec le point inconnu €; les distiiucea 
Cherchées AC et £C, se calculeront alors d après là 
règle énoncée dans le n*Sâ^ etlbrsquon les aura 
trouvées , ori construira , au moyen d'uiie échelle dé 
parties égales , sur les trois c6tés donnés , le triangle 
AJBCy qui fera connaître la poèition respective des 
trois points A ^ B tX. C (*). 

On pourra ensuite , par la résolution du triangle rec- 
tangle ACP, dans Jequel on connaîtra le côté AC et 
1 -angle CAP , trouver la longueur de la perpendicu- 
laire CP, abaissée sur AB , ou de Ja plus courte dis- 
tance du point C à la ligne AB^ et la grandeur du seg«- 
tuent ^P. Ces données serviroot aussi à marquer la 
position du point. C à Tégard de 1^ ligne AB. On trout- 
, verait de même la situation d*un point D , qu'on pour*- 
rait appercevoir en même temps de 'deux quelconques 
des trois pointé A ^ B, efC, 

' (^) Je n'insiste point sur Topëration de la mesure des angles 

parce qae1avtiedèsttiitrnmen9(|ue Vota y emploie en apptend ptob 
quecout ce qu'on pciit â'irc 2i cet égord,* ei qiie popr concevoir U poi*- ' 
fibilJte de cet(e m««ure^ U mîBx d'imagioer que Ton ait place sur If 
point A le centre d'un secteur de cercle , dont les rayons Soient 
dirigés suivant les côtés AB et AC de V&ngie qu'on se propose db 
connaître. Ceux quî voudront se livrer i la pratique die la lev^e d^ 
plans , pourront cobsùltér le Traité de Trigonométrie de Cagnolt, 
l'article Lsvée iieê^pl^a* , dans le Dictiounaire de Matb^majûqi^ ~ 
«de l'Encyclopédie méthodique, le Traité d'arpentage de M. Le- 
fèvrc, et enfin les Traités de Géodésie théorique et ■ pratique d» 
^. Puissant, dans lesquels se trouvent les tut^odes lies plus exactes 
^t les plus propres aux graibdes opératioos tngonaoiélriqaes^ amti 
^'âux opéiaMQVi» <U. détail* 
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41 • Lorsqu'on a déterminé immédiatement le point 
par rapport àla ligne AB^ en mesurantles angles DAB^ 
DBA , on a tout ce qu'il faut pour connaître la distance 
réciproque des points Cet D) car avant résolu le triangle 
DAB, de même que le triangleC^À, et retranché ensuite 
l'angle DAB de Tangle CAB , on connut alors , dansle 
triangle CAD, les deux côtés AC et AD, et l'angle CAD 
qu'ils comprennent : l'application des règleadu n* 35 
donne lef deux autres angles DCA, CD A, et le trobièma 
côté CD, qui est la distance cherchée. L'angle DCA 
donne la position de la droite CD*, et en considérant ^C 
csomme sécante, la comparaison desangles 2>C^ et CAB 
fait voir quelle est FincUnaison de CD à l'égard de AB. 

En partant des points C et D, et considérant alors là 
^ droite CD comme une nouvelle base , on pourra déter- 
miner de nouveaux points y que l'on n'appercevait pas 
des deux premiers A et B-, et continuant ainsi de proche 
en proche , on fixera la position respective de tous les 
points d'un pays : c'est ainsi qu'a été construite la carte 
de France , dirigée par Cassini. 

4â. La seconde question dont j'ai à n^'occuper, n'esf; 
ique la première rendue plus générale , en supposant 
. que le point à déterminer soit situé hors du plan sur 
.lequel se trouve la ligne AB, Soit C ce point , ttABC 
rî{. x8. le plan qui contient la ligne AB , fig. 18 : la position 
du point C sera connue, si l'on a celle du pied C dé la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan ABC, 
et la longueur de la perpendiculaire CO , qui marque de 
combien le point C est élevé au-dessus de C^qu'tonnomme 
sa projection. Dans ce cas , les angles OAB et CBA ne 
sont plus ceux qu'on mesure, mais on prend à leur place 
les angles CAB et CBA , situés dans lé plan CAB , 
passant par les lignes ^Cet^C, menées des points donr 
aés A et B^ au point demandé 3 et pour fixer la position 

de 



de te plan , oa mesure «n outre Tangle DBC que £ût la 
ligne (7^ avec lalignei^Dy perpendiculaire an plan ABC^ 
et par Conséquent parallèle à la droite ÇC(*). On Résout 
le triangle CBA comme dàna le n° précédât,. puÎB-^, 
qu'on Y a eodore les mêmes données^ ensuite., dans Id 
triangle CjW?> rectangle en C, on connaît l'hypoté-r 
nuse CBût Tangle CBCy qui, est la difFérence entro 
l'angle droit DBC et Tangle mesuré DBC : on calcule 
les côtés ce et CB. Le premier esl la hauteur du point 
C ^u-dessus du plan QAB^ et sert, conjpintemçnt 
avec le côté AC^ à déterminer J^C par le inôyien du 
triiangle CAC y rectangle en C. Cela fait, on a les 
trois côtés du triangle C AB ^ et le point C est par 
conséquent donné. 

4S. C est pour plus dé simplicité que j'ai sûppôsîê la 
ligne ^j9 dans le plan auquel. on rapporte les points à 
déterminer; lorsquelle ne s'y trouVepas, il faut ob- 
server de plus VangXe DBAy fig. 19, quelle fàit^»«-^9< 
dans ce cas avec la ligne DS perpendiculaire àb plan 
A'BC y sur lequel un veut rapporter le pdirit C Cela 
fait, on calcule d'abotd, comme ci-déssus, les tôtés 
AC et ÊC du triangle ABC\ \^% côtés Ctf et CÈ]^ 
du triangle rectangle CBC\ puis dans le triangle 
BA'Ay rectangle en A\ où on connaît AÈ ^ et l^angle 
ABA\ compléinent de Vangle observé DBA; on cal- 
cule ^^' et AÀ'. ^ :» 

Maintenant, si Ton Conçoit A(^ paraîîèle à'^*C> 



^bmmém 



(^ LoTsqo^il s^agit dés |loints {Places sur la surface de la terré, on 
choisit pour Je plan ABOxài plap bchmoviCa/ : Jet lignes, (7<7 ^tBD 
som alors verticales ; leur dirtsctioa est donqée par ceUes àafil» 
à-plomb j le plan O CB tfni passe par ces lignes est vertical, et 
se trouve détermine par le point C, qo'on appérçoit du point B^ 
et par lu ligne DÉi I^ lig||e i7B. est une ligne horizontale «ôm* 
prise dans ce plan. 

Trigonométrie. 6* édition. 4 
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il en lispU^ra le triangle AC'C^ rectan^ en Cf, 
dàfls lequel on connaîàra A€ -, ,tùté calculé du triangle 
JiBC, et «pC^^difféireBcé entre les lignes CC et 
C€^ouj4^'y calcniéei précédeniBieiit } on pQurra par 
6oh8é<|uent calculer jiC ou Jt'C Voilà 4onc le 
triârfgle Bj^C détermioé . par ses trois celés, comme 
Pest le trotigle BAC^^ dana le o? précédent. 

, 44. ^^ prenant arbitrairement Içs côtés /^C et BA^ 
çt suivant la marche que. je viens de tracer, on peut 

Î calculer je ^rîah^le jtÇB. dans la vue de connaître 
'^ngle CB.A\ formé par les lignes BC ^tBA' qui 
sont, sur 1^ plan A'BÇ, iqs projections des rayonis visuels 
BC et BA menés dii point J? aux points ^ et C, 

. L'angle ÇBAl compris entre ces projectioiis, est 
Tangle' C^j^ réduit^. Su plan incliné dans lequel il 
se trouve^ au plan A^BÇ sur lequel on, rapporte les 
objets , et qu'on choisit pQU^munément horizontal. Je 
dpnnerai dan^ la suite (61^ yne seconde manière de ré- 
^uir^ x\n angle d'un plan à un autre ; maî^ le plus sou- 
vept. comnae les deu:C plans que Ton copsidère sont 
peu injclinés entre ei^x,, on 'fait cette réduction jpar 
des méthodes approximative^ beaucoup plus courtes : 
on* en a lûême dressé des fables. 

..PpwH Bfjésent je' me bpwierai à faire remarquer 
que si on observait aussi au point A ^ les angles Ej^C^ 
E^S , et que Ton réduisît par leur moyen l'angle 
X:aB a ràngle CA*B, puis que l'on calculât A'B, 
«u multiplian t AB par le-eosittos -de l'aiïgle ABA^ 
ou .le sinufT de T^ngl^ DfiA, connaissant alors immé- 
diatement ies angles €BÂ\ C A!B et la droite AB^ 
la détë^rtiii)iation"'du point O rentrerait dans ce qui 
a été dit au n** 40. 

La réduction an .plaa>honzcytal, n'est pas la seule 
qu'on ait à faire aux angles observés ; il arrive rarement 
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qu^oit puisse se placer aux points remarquables i|u*on , 
choisit pour sommets des angles^ et qui sont ordi- 
nairement des pointes de clochers , des tours : il naît 
de lâ une nouvelle réduction qu^on appelle réduction 
des angles au centre de la station. II faut consulter 
sur ce sujet, comme sur toutçs les attentions minu'* 
tieuses qu'exigent les grandes opérations trigonomé- 
Itriques , l'Ouvrage de M. Del^mbre , intitulé Méthodes 
analytiques pout la détermination d^un arc du méri-' 
dien^ et les Traités de M. Puissant, déjà cités. 

4S. La "troisième question que je dois résoudre ici , a 
pour objet la détermination d'un point par rdserr' 
vation des angles, compris entre les droites menées de 
ce point à trois points donn^^ f ^ elle se présente 
comme un des moyens le? plus con^ipodes pour placer 
^urun ^l^n ,QU s^r .^i^e parte /un point qui ne s'y 
trouve pas marqué. 

Lorsqu'on la considère dans la cas le plus général^ 
elle se rapporte à la géométn^ dans l'espace » et j'en 
ai donné la sçlptio^i graphique Ù9^ns le Complément 
des Élémens de Géométrie j mais quand les trois angles 
sont dans un même plan, il y en a toujours un qui est 
la somme ou la différence des deux autres , ensorte qu'il 
suffit d'observer .cepx-ci pour en conclure le prenaier ; 
et on peut ramener les autres cas à celui-là, en se 
servant de là réduction des angles au plan horizontal , 
enseignée dans le n^ 62. 

La sott^tion gra[Àique de C0 xas consiste à décrire 
sur les lignes jiÉ et AC,Jig. 20, qui joignent les trois fig.ao, 
points donnés A, B9 C, deux segmens de cercle 
capables des angles BDA , CD A ,, observés au point 
cherché D , entre les points A et B , A et C» Les cir- 
conférences des cercles se couperont d'abord aii point 
qui leur a été rendu commun par la construction , et 

4 
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ensuite an point D /qui sera évidemment le point de* 
mandé. 

Je n'entrerai point dans la discussion des diffé^ 
rens cas que pei^t présenter le problème, relativement 
aux diverses utuations respectives des points donnés A, 
B , C 9 et du point cherché Z>; je me bornerai à faira 
remarquer que la somme des angles observés BDji , 
CD A , indique si Ton est placé dans le triangle ABC , 
ou en dehors. Dans le premier cas , elle surpasse deux 
droits ; dans le second , elle est nioindre ; et si elle 
était précisément égale à deux droits , on serait placé 
fur la ligne BC. Cela est trop facile i prouver pour 
que je m*y arrête. 

Voici une des manières d'appliquer à ce problème 
le calcul trigonométrique. Les données sont les parties 
du triangle BAC^ et les angles observés BDA et CD^ : 
je ferai en conséquence 

AB=a, AC=:b, BDA-=z^, CDA=fi, BAC=y , 

et je prendrai pour inconnues 

ABD^x, ACD=zyi 

parce que ces angles étant trouvés , on en connaîtra 
deux avec un côté , dans chacun des triangles BAD et 
DAC dont on pourra alors calculer toutes les parties 
(34)* Cela posé , les triangles BAD et DAC donneront 
sin BDA : sîn ABD y.ABlAD, 
un CDA : sm ACD ::AC : AD, 



QVt 



àna : Aux II a : AD=z 



a sm X 
sin a ' 



sm 



•^ sin/3 



on conclura de là Féquation 



a sm X 
sin « 



&sin 



DBiny 

"" sin/2 • 
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qui revient à 

Mais 4 dans le quadrilatère ABDC, on a 
^CZ>=z=4angl. àtoïX%—ADB—ADC^BAC^ABD, 
doùj^= 4 angl. droits — «— jS — y — x\ 
faisant pour abréger 

4angl. droits-^« — jS — T'^J', 
il viendra ^ = J^ — a? , et par conséquent 

a An fi sin X -— 6 sin et (sin ^ cos x — ços ^sinx) =o ; 
divisant tout par sin x^ on obtiendra 

asin/8— '^sinAf sm &"-. — cos J^ i=o, 

\ sin X y ' 

d*où on conclura 

cosx . a h\r\ fi '^•'bûn a, co^è 

-: =COtX= r—, : — I , 

sm X a sm « sm # 

Si on partage cette expression en deux parties, on aura 

a sin iS cos ^ 

COt X = T~: : — j-f — : — - 

owntsïa& smd 

ou bien cot x =-~-zf t-. r + 1 ) , 

sm J^Xasmacos^ y' 

ou enfin 

^ ^/ a sin fi , \ 

cotx = cot<r(7-; K + l j. 

\osmAcosd' J 

Voilà la question résolue, puisqu*ayec l'angle a», 
on a l'angle y. 

Noie SUT le Nivellement. 

Il est utile de remarquer comment, par le moyen du triangle 
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Pîg. ig. rectangle ABA!yfig. 19, on a déterminé, dans le n** 4^; '^ hvn- 
VtMx AjU du point A an-dessus du point A^ qui lui correspond 
dans le pian AOB\ parce que si ce dernier est horizontal ^ 
la ligne Aj^ est alors la différence de nipeau entre le point A 
et le mémjB plan , et par conséquent aussi entre le point A et le 
point j9. ' 

L'opération qui fait connaître c«tle difiîfrence, est nommée ' 
nivellement : elle s'exécute de plusieurs manières , suivant la na- 
ture des instrumens qu'on y emploie, et Tétendue des espaces que 
l'on considère^ mais son but est toujours de déterminer de com~ 
bien un point est plus élevé ou plus bas qu*un autre, dans 
le sens vertical, ou perpendiculairement à la surface ter- 
restre. Il existe des traités spéciaux de nivellement, auxquels je 
renverrai le lecteur; mais je dois dire ici que depuis qu'on possède, 
dans le cercle répétiteur, un insirnment portatif propre k mesu- 
rer les angles avec la plus grande exactitude, on peut, comme 
je Tai indiqué n<> 4^ f trouver immédiatement la différence de 
niveau de deux points, par la mesure de l'angle que fait avec la 
verticale passant par l'uu' de ces points, la droite qui le» joint. 

J^ai supposé dans le texte les deux droites DB et A A parai « 
lèles entre eljes y mais cette éirconstance n'a lieu pour les verticales 
que dans un espace assez petit, à cause de la convexité de la sur- 
face terrestre. En la supposant sphérique, ce qui est à très-peu 
près exact, les verticales concourent au centre C, comme le 
fj„ 2, marquent les lignes ^C et BC,fig. ai ; la ligne BA, perpendi- 
culaire à BD, sera seulement tangente au point B de la surface 
terrestre, et la différence de niveau, suivant la définition donnée 
ci-dessus, sera AÀ et non pas AA\ c'est-à-dire la différence entre 
' les côtés BC ex AC du triangle ABC, dans lequel on connah 
le côté u^^ mesuré, le côté BC éQsd an rayon moyen de la terre 
et de 6 366 198 mètres, enfin l'angle B compris entre ces côtés, 
et supplément de l'angle observé DBA. Cela posé, si on prend 

BC^a, AC^b, AB=^c, 

s 
4 •% 

on obtiendra (36) 

^ y ■ » ■ ■■ ' » Il I 

6 = V «* -f- C* — lac cos B \ 

,^ comme' c est toujours fort petit à l'égard de a, je donne âi cette 
expression la forme 

f , c»— aflccos^H f '^c ( c »Mi 

Faisant ensuite, pour abréger, — — -cof^ssm, puis développant, 
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p«r la formule dû binôme , il viendra . 

€t la ligne cherchée ^«^anc égale à 6 •— tf, je snpposerai b =â-f-/y 
d'où il résuUera , après la réduction , 

c*fh* 

d 

, La quantité m et ses puissances se calculeront facîlenà'etit par 

les logarithmes , en prenant — =a cos B' , parce qu'aloés 
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— — co8 5 = cosjr— cosJÎ«.asmHS-l-^')»'>nï(^ — ^)- 

Qnand Pangle B est droit , la ligne BA se confond avec BA'; 
et si on considère alors le point a', intersection de BA' et du 
rayon AC, on a c ssaBa' , et / devient ùtet.^, c'est-à-dire la distance 
entre le point et' pris sur la tangente et le point et qui lui cor- 
respond sur la surface terrestre, ou la différence entre le ni- 

f^eau apparent et le nweau réel. Dans ce cas m = — | ainsi 

aa oa^ 

ce qui fait connaître la quantité dont la surface terrestre s^abaisse 
an-dessous de sa tangente , à une distance c du point de contact. 

Le plat souvent on rapporte d'abord le point Atn A! y sur la 
tangente BAf ^ puis, à cause de la petitesse de l'angle C^ on 
regarde les droites AA' et Aa! comme se confondant , et on prend 
pour Adu la somme des droites AJ^ et ftttf. 

On peat se passer de mesurer la <^8tance AB , pourvu qu'on 
observe l'angle EAB en même temps que Fangle DBA. On con- 
naît alors , dans le triangle ABC, les deux angles £ et A , snp- 
plémens des angles observés , et on a (35) 

h'-a ^ ian^j(A^B ) 
A4-«'™tangi {A-i^B)' 

Faisant , pour abréger , j^ng \ /^iijl^ -! =.j»,ciA = a+/, on 
trouve 

=sm, ou d^ 



2fl4-^ ' 1—1»' 

«f 7:^= * + TO + m« +ctc. (£/^i». d'Algèb,): 
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donc / = aam /i -f*m-f*m*-heCo.'l , 

iërie très-oonTergente quand le^ angles A tl B approchent d^lti* 
droiti. Le premier terme vim , suJBra le plna aouTent« 

Qoi^nd on opère avec exactitndè, il fant corriger les anglea 
EAB et DBA de la réfraction qa''éproQyent les rajons de la- 
mière en traversant l'air, de^ jusqu'en B\ mais j'ai principale- 
ment rapporte lev deux questions précédentes pour servir d'exemplo 
de inapplication dc9 Htm ^ la résolution approchée de certains eau 
des triangifs. 
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CHAPITRE IL 

< 

De la Trigonométrie sphérique. 

46. JLjes triangles sphériques que Von calcule ordi- 
nairement , sont ceux qpe forment, sur la surface de 
•la sphère , trois grands cercles qui se coupent deux 
à deux. Un tel triangle détermine toujours un angle 
triédre ; et réciproquement, d'un pareil angle on déduit 
aussi un triangle sphérique. En effet, 8oitjiBC,Jig. â2, Fig. aa. 
un triangle sphérique quelconque , et que Ton ait 
mené de chacun de ses angles , au centre de la sphère 
dont il fait partie , les rayons JIS , BS , CS} les plans 
uéBS , uiCS, BCS , seront ceux des grands cercles suc 
lesquelssont pris les arcs u^^, AC, BC, côtés du triangle 
proposé, «t ces arcs mesurent les angles rectilignes 
compris sur chacune des faces de Vangle trièdre S ABC, 
entre ses arêtes SA et SB , SA et SC, SB et SC, l^Hn- 
clinaison de deux plans se mesure , comme on sait^ par 
]*angl^ rectiligne formé par deux droites menées dans 
chacun de ces plans , par un même point de leur com- 
mune section, perpendiculairement à cette ligne : il suit 
de laque si, parle pointa, on tire les di-oites AI et A K, 
perpendiculaires l'une et l'autre à AS, mais la première 
dans le plan CAS et la seconde dans le iplsLuBAS, 
'l'angle rectiligne JAK mesurera Tinclinaison de ces deux 
plans. Il est d'ailleurs aisé de voir que la ligne AI sera 
tatigente à l'arc -^C, et que AK sera tangente à l'arc 
AB'^et comme on prend pour l'angle que forment deux 
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lignes courbes ; celui que comprennent les tangentes me- 
nées au point où elles se rencontrent , Tangle IAK s^ra 
donc aussi la mesure de Tangle fait par les arcs AC et 
AB, Il en serait de même de chacun des deux autres 
angles du triangle; les inclinaisons des faceç de Tangle 
trièdre SABCont donc laméme mesure queTangle cor- 
respondant du triangle sphérique BAC. Le triangle sphé- 
rique et Tangle trièdre sont composés par conséquent de 
six parties qui se cor^respondent , savoir : les trois côté» 
du triangle qui répondentaux angles desarêtes de l'angle 
trièdre, et les trois angles du triangle qui répondent aux 
inclinaisons réciproques des faces de l'angle trièdre. 

Euler, quis'estocciipéà plusieurs reprises delaTrigo*- 
nométrie sphérique, pour la présenter sous des points de 
vue nouveaux, adonné, en 1779 (*)^ un Mémoire que 
l'on peut regarder comme un traité complet de cette 
branche de mathématiques. Sa forme, entièrement 
analytique, m'a engagé à le présenter à mes lecteurs , 
en y faisant les* changemens nécessaires pour ne l'ap-^ 
puyer que sur un seul principe , et simplifier quelques 
résultats. 

47» Tout ce que j'ai à dire sur les triangles sphérî- 
(^ues repose uniquement sur la construction suivante , 
qu'il est par conséquent important de bien saisir. 

De l'angle Cdu triangle -^5 C, on abaisse une per- 
pendiculaire CD sur le plan ASB^ du côté ^^ opposé à 
cet angle ; du point D on mène les lignes ED , DF, res- 
pectivement perpendiculaires, sur 5-^ et SB 'y on tire les 
lignes C^et CFy qui seront respectivement perpendicu- 
laires aux lignes SA et SB ( Géomét. ). U suit de là 



O Acta Academiœ ScUntiàrum Petropolitanœ , anno 1779 » 
pars prior; voyez aussi le Dét^eloppement de la partie élémen- 
taire des Mathématiques , par Bertrand. Genèt^e , 1778. (ï. II» 
pag. 576. ) . . 
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l^ueles angles CED, et ÇFZ^mesùferit lés inclinaisons 
des plans CSA et C^B, sur le çisLXïjiSB'y ou , ce qui 
est la même chose , dotinent la valeiir dès angles A et B 
du triangle sphérique AÉC, Je désignerai dorénavant 
les angles de ces triangles par la lettre placée à leur 
Sommet, et les côtés qui leur sont opposés, par une 
lettre semblable^ mais prise dans le petit alphabet ; ici , 
comme dans le numéro 3i ,1e côté BC opposé à Vangle 
A, sera nommé a, et ainsi des autres. Le rayon des tables 
étant supposé égal à runité , on aura alors 

CE = sin CA = sin 6 , SE = cos CA = cos 6 , 
CF =^ an CB = siô a , SF= coé CB =i dos a. 

I m. 

JDsfftsletriaiigle reetiUg^e CDE, rectangle en Z?^ ëtdont 
1 angle CEDzszA^qtx trourera 

CD = CE sin CED = sin b sihA, 
DE = CE cos CED=: sin ècos^. 

Par le triangle rectilignè CDF pareillement rectangle 
en J9 , et dont l'angle CFD = j& , on obtiendra 

CD = CF sin CFD = sin asinB, 
DF = CF cos CFD = sin a cos B. 

Les deux eipressîèns de la ligne CD , étant égalées 
•ntre elles, dônnèiit d* abord 

sin b sin^ =sin a sin B (A) , 

résultat qui est , par rapport aux triangles sphériques, 
Tanalogue de celui du numéro Sa. 

Il est évident qu'on doit avoir de même les .deux 
équations suivantes : 

sin c sin ^=r sin a sin C , 
sin c sin j& = sin b sin C , 

Maintenant ; par le point E , je mène EG perpen- 
diculaire sui^SB, €ft pWle point D^ je tiré 2?iT parallèle 
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i SB} je forme de cette manière un triangle rec- 
tangle HDE , dans lequel HED = u^SB , puisqu'en 
retranchant Tangle GES de Tangle droit SED , on a 
pour Ttste HED, et que l'angle j4SB ou ESGestSinui 
la différence entre un angle droit et l'angle GES. De 
la résolution du triangle EHD, on déduira par con- 
séquent 

HD=.DE sin DEH=z DE Bin c:=i cos A siti fr sîn c ; 

maid 5F=co8 a = SQ+ GFr=z SG + HD, et SG 
=s SE C08 ESG = cos b cos c : on aura donc 

C08 a=co8 b cos c + cos ^ sin & ain c» 

équation qui exprime la relation qui existe entre le 
côté a, les deux autres côtés b et c, et l'angle qu'ils 
comprennent. 

Il est évident qu'en considérant en particulier chacun 
de ces derniers ^ on trouvera de même deux équations 
semblables à la précédente; et l'on formera de cette 
manière, entre les six parties du triangle ABC, les 
trois .équations 



cos a =:= cos b cos c -f- cos A sin b sine 
cos b =: cos a cos c -4* cos B sin 
cos c = cos a cos b + cos C sin 



mb sïnc\ 

ina sincf (B). . 

lin a sin b) 



48. Ces trois équations renferment implicitement l'é^ 
quation (A). Pour s'en convaincre, il suffit de prendra 
les valeurs qu'elles donnent pour cos A , cos B, cos C, 
et les substituer dans les équations 

sin >^* = 1 — cos A* 
sin J5* = 1 — cos fi* 
sin C* = 1 — cos C*. 

On trouve par la première de ceUes-ci ^ 
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^;- ja , cos a* — a cos acosbcosc+ cQsb^ ces c» 

sm J% 1 — . : y^ f , "-^ 

sm 6* sin c* 
sin&*sinc^'*»-co9a«-^Qcosgco8&co8c->. co8 fc» co« c* 

sin i* sin c* "* ~" 

( 1 — cos^O Cl— cosc')— co8&'co8c'— coga'4-acoaaco8ftco8c 

sin i* sin c* "^ 

1 cos g* C08&* — C09c*+aco8aco8ftco8c ^ 

sin A* sin c* * 

multipliant les deux termes de cette fraction par sin i^, 
et prenant ensuite la racine quarrée j on obtiendra 

«in -^=s=8ina x v ^ — k;o8 g* — 'Xîosfe^-— cosc^-facos a cos Acos c 

sin g sin b sin c 

^ Si , pour abréger , on représente par M la quantité qiiî 
multiplie sin g dans Je second membre de cette équatioQj 
on aura sin ^ = If sin a : 

on trouvera de même 

sin ^ = ilf sin *, "sin C = iTf sîn c: 

.1 

et par Téliminatiou de M, on retombera surins équa- 
tion8(A). Il est à proposde remarquer que les trois côtés 
a,b yCy entrent tous de la même manière dans rexpres- 
àionde M, car c'est pour cela qu'elle est commune aux 
valeurs des sinus de chacun des angles (*). 

Les équations (J5) suiEront donc pour résoudre un 



{*) En daignant par iV Je numeratenr de laqaantité M ^ par y^ 
f ,(*-, trois arêtes contignëâ d'un tétraèdre qaelcooqae , et par a^bg 
c, les trois angles qn'elles forment, iJ résulta d'un Mémoire 
d*Euler, que le vblamedece tétraèdre est égal à | «y?^ x |iV, et que 
çiV" revient à 

y sin ï (a -!• 6 -h c) sin *- (a -h A — c) sin ^ (a -h c— 6) sin j (M-c — a). 

Dans Je tétraèdre SABC , «.saa^saas^saax; son Toiameest doosp 
égal à 5 iV"( Voyez les Novi Commentarii Acad. Petropolitanœ , 
T. IV, pag. i6o , et Ge cahier du Journal de r£cole Polytech' 
nique ^ pa^. 370 ). - ' 
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triangle sphéri^e quelconque , lorsqu'on connaîtra f ro!f 
de ses parties , en observant que le sinus et le cosinus ne 
doivent être regardée que comme une seule inconnue , 
jpuisqu'on peut toujours exprimer i*un par Tautre. 

L'application dés équations (^) auxdifFérens cas qui 
peuvent se présenter , devientplus facile , au moyen de 
quelques tramfermaitictos que je ^ais effeetuer. 

49. On peut y changer les angles dans les côtés qui 
leur sont proposés, et respectivement , en observant de 
donner le signe —? aux cosinus. Pour le prouver, ilfant 
éliminer cos a des deux dernières , au moyen de ia pre- 
mière ; on trouver^ 

Ôos b tq= C08 AGQsc*-fr cps Jr^sin b sifl c OQ^c^cos Bmosiac 
ÇMczs^ cQdb^COSC^CQSu^sinbêia c cofifr-frcos Csinosin^. 

En substituant dans ces résultats 1 — sin c* a cos c% 
1 — sin 6* à cos i*, ils se réduisent;; lepremier devient 
divisible par ski c_, 1^ second fsç^ pîixb, et ils peuvent 
ensuite 8*écrire ainsi : 

cos B sina =?= cos i sin c — cos ^ en h cqs c > ^ 
cps Çsmq, t=s sin h cos c — CQS -rf pos i sin c / * " ^ '* 

.$] biii iQi^}|^lî^JaL d^miiQmedfi ces éqoations par cosli/, 
qu'on Tajovïte à ]a première , et que Ton substitue 
f -^r sin ^* ^u lieu de cps -4% on obtiendra 

fiin a ( cos B + cos A cos C) =:sin ^*cos b sin c; 

ivaisil suitdes équations (^ que^n c sia^ =: sin ^ sin C% 
faisant la substitution «de cette valeur dans le second 
ineipbre dfi l'équation ci-dessus, elle deviendra divisible 
par sin a^ et on aura pour résultat 

T cos B -^-iCiQs -^ cos C j= cos h sin uiwC 

€« , ce qui est la même chose , 

pos B z^-T^ço^A cos C + cos b sîn -^sin C, 
En rapprochant cette équation des équAtion.s (B) , p;^ 
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▼oit qu'elle se déduirait immédiatement de la seconde , 
en changeant les grandes lettres en petites , et récipro- 
qu ement , et en affectant tou j les cosinus du ^igoe -— . £a 
effet ^ en opérant ainsi , il vient 

— cos-5z= cos^cos C— cosftsîn -^sin C , 

équation qui rentre dans la précédente lorsqu'on en 
change tous les signes. 

La relation qua Tangle B avec les deux angles A^C^ 
et le côté h qu'ils interceptent , existe nécessairement 
dans chacune des conibinaisons semblables d*angles et 
de côtés : on a donc en même temps les trois équations 

cos A :=z^- cos B coa C -f- cos a sin B nn C\ 

cos B -=. — cos A cos C + cos b sin^^ sin C> • . . (B'). 

cos C = T— ;/cos A cos B + cos c sin A sin B} 

5o. Il faut remarquer qu'en prenant les cosinus néga- 
tivement, on passe des arcs a, 6, c, et des angles^, Bs C, 
à leurs supplémens , puisque — côs A-=. cos ( â* — -^ ) * 
— cos a = cos (3*-^ a ) , et ainsi des autres (sS). Si on 
substitue ces valeurs dans les équations ci-dessus, en fai- 
sant , pour abréger^ a^ — ^ = A! ^ a« — a = a', etc. elles 
prendront la forme 



d sin ff> sin 'C\ 
V sin. -^ «in C\\ 
x' sin.^'siniS'J 



cos A' = cos B' cos C + cos d sin ff> sin C^ 
cos B' = cos A' 00s <7 -f- cos 
cos C = cos A' cos ^ -f- cas 

équations parfaitement semblables aux équations (B) , et 
qui appartiennent parconséquentâ un triaao^esphérique 
dont les côtés sont A* ,B\ C y et les angles a', b\ cf. 
Un tel triangle a donc ses angles mesurés par les supplé- 
Xaeitë des côtés dti triangle ^-5 C, et ses côtés mesurent 
les supplémens dés angles du même triangle i,i\ est dési-» 
gné y dans les livres de TrigoaQJOiétiiie^ sousile nom da 



64 TftAtfE ELéMENTAIRE 

triangle supplémentaire ; et on prouve que lessomnlettf 
de ses angles sont les pôles des côtés du premier , et 
vice versa. 

5i . Les équations obtenues dans le n* 4d > sous la dé-^ 

signation (C) , qui renferment dinq parties du triangle 

sphérique ABC, peuvent se transformer en d'autres qui 

n'en contiennent plus que quatre. Il faut pour cela subs- 

T j . j ^ I «x sinisîn-^ 

tituer» au lieu de sm a, dans la première , *— : — -=; — , 

'^ ' sm ^ 

, - j sin c sin >^ , , . cos p 

et dans la seconde. *— : — 77— {Âij. et comme -j — ^ =a 

sm C ^^'-^ im p 

cot p, on trouvera alors/ 

_ cos 5 sîn c — cos j4 sin b cos e'\ 

cot B = ■■ ■ " r- — y : i ' 1 

sm ^ sm 6 I ^-.^ 

^ sin ftcosc — cos^^cos i sîn ci " 

cot C = : 7-: A 

sm ^ sm c } 

Il est facile de former ^ 4 l'inspection de ces valeurs, 
toutes celles qui leur sont analogues^ en y permutant les 
lettres â*une manière convenable; mais il importe sur- 
tout de remarquer que puisqu'elles sont déduites des 
équations (B) , on y pourra changer de la même manière 
que dans celles-ci, les côtés en angles, et réciproqueiyent 
en eifectuânt les cosinus et les cotangentesdu signe Gon-« 
traire à celui qu'ils ont, et il viendra 

cos,^ sin C+ cos a sin Bcos C\ 

cot b = 7 r^ r-5 ' I 

^'' smasmja I --.^ 

sîn^cos C+cosacos^sinCf"*' 

cot c = '• : :~7; 1 

smasm C ) . ' 

5a. Les cinq systèmes d'équations (A), (B), (B''), (D), 
(D'), donnent immédiatement la résolution de tous les 
cas que peut offrir un triangle sphérique 'quelconque. Le 

premier 
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t>remier exprime )a relation qui existe entre les angles 
€t les côtés opposés. . 

53. On tire du second , les "formules suivantes 4 

cos a =cos b cos c -^ côs A sin h sin c 
cos b = cos a cos c -4" cos B sin 
cos c == cos a cos b -f~ cos C sin 
cos a — cos b cos c 



lin À sine '\ 
linasinc > ^ 
ànaAnb } 



COS^: 



sin 6 sin c 
cos B — cos a cos 



C08^ = 

sm a sm c 
cos c — * cos û cos i 



cos C 



sin a sin b 




dont les trois premières font connaître un côté par la 
moyeâ de deux autres et de l'angle qu'ils comprennent , 
et dont les trois dernières donnent les angles par le 
mojrea des côtés^ 

54> Le troisième système produit ^ de .même que 1a 
précédent, six formules, qui sont : 

cos ^ = — cos B cos C + sin B sin € cos a 
cos ^=r— cos A COS C + sin >^sin C cos b 
cos C = — cos A cos J? 4« sin ^ dn £ cos € 
COS A -4" C08 B cos c 



cos a = 



sin ^ sin C 



cos i? -f- cos A cos C 

cos b = . :;— ; — t; • 

sm ^sm C 
cos C + cos A cos iff 

cos c = : J-^""© ^» 

sm ^ sm B - ^ 

Les'trois premières Feront trouver un angle, lorsque 
l'on connaîtra les dçux autres et le côté qu'ils com- 
prennent; les trois dernières donneront chacun des côtés, 
lorsque tous les angles seront connus. 

Trigonométrie. 6* édition. 5 
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55. Le quatrième système , en y faisant tontes leà 
pennutations possibles , donne les six formules 

cosa sin 6— cos C sin a cos b 



%SUL UX 


■MM0 




sin 


e^inA 


i 

cot B 


I^ 


sîn a cos b — 


- cos C cos a sin 6 

1 




sm 


Csin b 


cot j4 


=; 


cos asin c — 


- cos ^ sin a cos c 




sin 


^sin a 


cote 


— 


sîn 


ç cos c — 


"cos^ cos a sine 




sin 


i^sin c 


cotB 


= 


coa 


ft sin c— 


- cos A sîn b cos c 




sin 


Aûab 


cote 




sin 


A cos c— 


* cos A cos b sine 




A%*< 


^ 0«*« .#« ' 



par le moyen desquelles on déterminera dfluzdes anglea 
d*un triangle sphérique^ lorsqu'on connaîtra le troisième 
angle et les côtés qui le comprennent. 

56. Le cinquième système enGu conduit aux six for- 
mules suivantes : 

cos A s\n,B + cos cm A cos B 

cot a = . . — 3 — — 

sin c sia ^ 

^, sîn-<^ cos J? + cos ccos^sîni^ 

cot b = r-^ ; 5- 

sm c sm B 

cosAeiaC+cosbslnAcose 

cot a = ; — r— : — :; 

sm DsmA 

iBÎn A cos e -f- cos b cos A sin C 

cot c = ' — t '- ^ ' 

sm ^ sin C 

, coSiffsînC+cosa sîni?cosC 

'cot 6 = r :— r 

sm a sm n 
sin i? cos C + oos a cos j9 sin C 

ÇOt C= ' * ■ : — ^ M 

an a sm c 
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qui serviront à détermineï* deux des côtés d'un triangle^ { 

lorsqu'on connaîtra le troisième et les deux angles entre 
lesquels il est compris, 

67. Les formules conclues des systèmes , {B) {W) ^ 
(D) et (ZX), (53— 56), méritent la plus grande at- 
tention , tant par^ leur élégance que par la propriété ^ 
qu'elles ont de faire connaître, sî latc ou l'angle qu'elles j 
expriment est moindre ou plus grand qu'un quadrans 
ou qu'un angle droit > propriété que n'auraient point 
les expressions des sinus des mêmes arcs. En effet , 
le sinus d'un arc étant le lâéme que celui du supplé«<- 
ment de cet arc ^ tant par sa yalenr que par son signe , 
toutes les fols que l'on ne connaît que le sinus .d'uri 
arc, il n'est pas possible de savoir si cet arc doit être 
plus petit on plus grand qu'un quadrans ; ihais lors- 
qu'on a le cosinus oula cotangente, et qu'on sait d'ailleurs 
que cet.arc ne peut être égal à la demi-'Circo;Qféi:ence^ 
ce qui est le casses côtés des triangles sphériques et des 
arcs qui liiesurent leurs ahgleis \ on voit par le signe du 
résultat , sil'arc chercké estconspris ou non entre 1 f et a^ : 
le cosinus et la cotangente ont le eigne—- dans le pre- 
mier cas^ et le signée -(- dans le second. Si donc on a soin 
de donner aux quantités. connues qtii entrent dans les 
formules rapportées ci-^essns:, les signée qui doivent les 
affecter, d'après la valeur des ari» auxquels elles ap- 
partiennent , le signe du résultat fera connaitrjs Yespèçe 
du côté ou' de Fangle cherché 4 é^est-à-diré s'il est plus 
petit ou plus grand qu'un. quâdi;ans, s'il ej^t aigu où 
obtus.' ^ c 



t ■* « 



i. 



58. Ces mêmes formules se sini,pliEent beaucoup lors* 
que le triangle propose est rectangle ; c est7à-jtjîre Iors7 
qu'un de ses angles est droit. En effet , si )*pn supposa 
que C = 1^, on aura 



5. 



% 



^ 
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• 



•> 



et il viendra 

cos c := cosacos &(53) 

C08 ji cos B ^ « ,r yv 

cos c = -: T-r — 5 = col A COt ^ (oa) 

sm ^ sin ^ ^ -T^ 

cos ^ = sin i5 cos a i ^« .^ 
cos ^ = sin ^ cos b f ^ 
8Îa o = sin c sin wf y sin £ =c sin B (^7) 



COt 6 = -? 



COSi? 



COt a.= 



sin a sin ^ 
cos^ 



COt c = 



COt c = 



biabsinA 

CQs6 COS^ 

: sin b ' 
cosacos^ 



y 



sin 



'^ 



(5G),d'où 



taiig^ ^ sin a tan'gf 
tanga==:sin i tang^/ 
tang A = €08^ tang c 
tanga = cos B tang c 



et en ne prenant ^ parmi ces formnles , que celles qui 
diffèrent essentiellement^ on aura les six que. voici: 

1 COS c •= cosiicosi 
— cos c = cot A cotB 
'. ain a = sincsin^tf 
taiiga ss sin fit tang jtf 
tang a C7 C08 i9 tang c 
cos ^.c=: rin ;fico8 0, < ^ 

» * * # • 

qùi> par les renVersemens dont elles sont susceptibles j, 
suffiront pour résoudre les triangles sphériques rec- 
tangles en Ôy et danslesquelsle côté Cy oppose à Tai^gle 
droite se nomme hypoténuse , aussi bien que dans les 
triangles rectilignes. On obtiencjlrait des forpoules ana- 
logues pour lé cas où le trianglie sphérique proposé au-* 
rait un de ses côtés égal ^u quadrans j mai3 je ne m y 
arrêterai pas. 
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59. Pour pouvoir appliquer commodément les loga- 
rithmes aux calculs des triangles sphériques^ il faut trans- 
former les formules des n®* 53 et 54 > en d'autres dont le 
numérateur et le dénominateur soient décomposés en 
facteurs ; et c'est ce qu'Euler a fait d'une manière aussi 
simple qu'élégante/ 

o ^. ,, . cosa — cosftcos c 
1 . De 1 expression cos A = . , . — — j 

comprise parmi celles du n^ 53 > on tire 



cos ( fc— c) — cos a 

1— COS^==: ^-r: — f—- 



sin h sine 

+ co^a^^ co% (^h '^ c) 
cos A. =; : — f — r— — — • 
sin ^ sm c 

d'où il suit , à cause de -^^ ^ := tang \ A^ivf)i 

1 + co«-« ° V /y> 

1 A^ cos(i — c) — cosa 

tangi ^* = ^ - . *. . ; 

^ cos a — ,cos ( + c ) 

maiscosp — ,co8^=— asin^(p.+^)8iny Çp — ?)(g7) - 

donctan6^^=Y/ ,i^L^^a+h+c)^iia^b^cy 
En opérant ainsi sur les autres expressions du même 
n^ 53 , oa parviendra à des résultats semblables. 

a^. IVenant dans le n^ 54 > l'expressiôfi 

cos j/ -f* cos B cos C 
cos a =: ' — 5-: — 7^ — -^ , 

sin BvmC 

on en déduit 

cos ( ^ 4- C) 4- cos A 

1 — cos a =: ^^ — . p . -7; ,. 

sm B sm 6 

. cos A + cos (fi— C ) 

i + co6a= ^-?-»-^/> '% 

sm fi sm C 

j. 1 ^ , i cos (fi4- C)4-cos^ 
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mais co8;7+ co8(7 =flco8^( p+ç) cosi (p — 9X07) : 

^^ * V cosK^— C+>0 cof\{B—C^A) ' 
formule que le âigoe— du numérateur ne rend pasima^ 
ginaire, parce querarç-rf + ^ + C surpassant un qua- 
drans , a son cosinus négatif (*)* 
3^. Les expressions du n^ 53 donnent aussi 

cos a — ces b ces c = sin i sin c cos A 
cos 6 •— cos acos c = sin a sin c cos B ; 

et divisant la première de ces équations par la seconde, 
en obseihrant que , d*après les équations (A) , on a 

sin b ïin B 

sin a sin -<^ * 

{*) ËtMer, poardoDQer pins d'iuiifomiitë & ses résultats, em- 
ploie tODJoars les tangentes des arcs à déterminer j mab on peut^ 
dans ce qui précède , arriver un peu plos simplement an sinus. . 

. lo. On a I —cos ^ =» a sin ~ ^* (27), et par la formule ^ 

eoi p — • cos 7 £= -« a Ain ^ ( p -f- 9 } sin j ( p — 9 ) y 
on trouTo 

cos{ t— c) — coa^ss— asiii^( A— c+fl) sin^ {h — c~-a) ; 
«Q y en changeant le signe de fatc ^ — e— « et de son sinus , 

«os (&— «)— cos «■>■ a sin J { a^ h c) sin y( a t g ^ 9 

mettant ces valeurs da^s celles de i *-*cotuiy et j^renant la racine 
quarrée de chaque piembre , il vient 

y 
«V « A^ 4 / »'«ni(a -f. ^— c ) sin I ja-hch) 
' ▼ sm 6 sm o 

a<>. Si on observe de m^me que 

I ^ cos a ï^ 9 sin ^ a* y 
et que rezpression de cos p -f> cos q donne »^ 

eos (j5-hC) H-cos ^ = a cos | (J?+C+^ + cos J (Jî+O-^ ; 

on trouvera 

«« « - — 4 /— co» i {A 4'B^C ) cos ; ( j P4,C^ ^) 
▼ . sm ^ sm C 



• ..-♦•*• "^ 
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on trouvef a 

C08 a — cos b cos c sin B cos A 
C08 b -*• C03 a cos c^^sinA cos i?* 

SiFon ajoute ensuite l'unitéàchaque membrede cette 
dernière y elle deviendra 

+ C08 a — cos b cos c . siu i? cos ^ 

cos b -— cos a cos c sin -/if coi B ' 

et on la changera facilement en 

(cos a 4- cos h) (i — cos c) sin (>/+5 ) 

cos^ — cos a cos c "~* sin A cqsB ' 

par la réduction des deux tenues de chaque membre au 
même déi)ominateur. 

En retranchant l'unité au lieu de l'ajouter» on aura 
cos a -—cos b cos c sin B cos A 

7 -—1=:-: -j E— 'i; 

cos b -— cos a ces c sm uC cos B 

d'où l'on tirera 

(cos g — cos &) (i + cos c) sin (B^^A) 

cos 6 — cosacoBc "~ sm./ifcos^ * 

Divisant ce résultat par le précédent, il viendra 
cosiï— cosi i-f-cosc sin (J9 •—./#) 
cosa-f-cosÂ I--COSC sin (-ff-f"-')* 

et comme , d'après le tableau de la page 3o , 

cosa— co<& ^ lAi N» wt N 
— _^__^=tangUi+«)tangi(i-û), 

i±f2i£ = cotic«, • 

1 — COS c 

sin p sa sin Ijp cos \p^ 
on trouvera 



•MW^H^MT 



....(a). 
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tang i{b — a) tang i (6 + c) cot i c* 

_ sjn I jB—J) C08 i jB—A) 

~ 8io i ( ^+-^) cos i [b+A) 

Mais en ajoutant et en retranchant successivement Tanitè 

:v T_ 1 •■ 11./ . «in 6 8În 5 

a cnacun des membres de 1 eouation -: — =5= -: — >r 

^ sm a sm A 

puis diyisant les deux résultats Tun par l'autre , on 

parvient à l'équation 

sîn 6 — sin a _ 
âmT+sma " 



sîn 5-^6În^ 



' sin ^ -f- sin ^ * 
qui peut être transformée ainsi; 

tangK6-^)coti(6+«) = rink/^+^)cosi(/?-^ - 

par les formules àa tableau de la page 3o : multipliant 
donc entre elles, membre à membre , cette équation et 
l'éqtiation (a) , en observant que 

taiigi(A+a)coti(i + a) = iC9), 
on pbtiendra 

(tangi (ft-a))-cotic-= ^;^jij:p^.; 
extrayant la racine de chaque membre, il viendra 



tang j (A— *a) cotjc 



_8inK^— ^ 



"8ini(^+^)' 
et divisant Téquation (a) par cette dernière , on aura 

t^ngi(a-fA)cotic = ^^^r)^^^^ . 

l 



En se rappelant quQ 



cotp 



cosK^+^y 
iang/7 (9), on déduira des 



deux équations ci-dessus j les expressions 
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♦angi (6-a) =taDS i c ^j^^i^-^ 

tansK*+a)=ta«6ic^3^:p^5, 

qui feront connaître deux côtés â*un triangle sphériqne ; 
dont on aura le troisième côté et les deux angles entre 
lesquels il est compris, puisqu'en désignant par V et cf, 
les valeurs des arcs 6 -4- a et 6 •— a > il en résulte 

4''. En prenant encore dans le n** B4, les équations 
• cos ji -f" co^ -^ ^^^ C=is\nB sin C cos a 
cos ^ + cos A cos C= sin ^ sin C cos i, 

et divisant la première par la seconde , on trouvera 

cos A + cosi9 cos C sin J9 cos a sin 6 cos d. 

cosB + cos A cos C sin A cos î sin a cos 6* 

Ajoutant et retranchant successivement 1 unité à chacun 
des membres de celle-ci, puis divisant les résultats Tua 
par Tautre , on en conclura comme ci-dessus^ 

cos ^ — c osvg 1 — cos C sinÇft — fl) .. 

cos A -|- cos B 1 + cos C sin ( ^ + a ) * 

tangiiB^A)taiigiiB + A)tangiO 

_ sini(&— fl)cosè(^--fl ) ^v . 

•^sini(*+o)cosi(6 + a)""-*-^^^^ 

., , . sin 6 •— sin a • sin B ^^ sin A 

et comme 1 équation -: — r-T — : = -: — »5— r — : — 5 

^ sin + sin a , sm-^ -f-sm ^ 

employée dans la transformation précédente ^ peut 



s'écrire ainsi, 



,., J(^4 00. «,+^ = £i^^^). 
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en multipliant et en divisant par cette dernière ^ l'é' 
quation(6), on trouve enfin 

«.gi(« + ^ = co.lC^^5î->. 

9 

formules qui remplaceront les précMenteê , lorsqu'on 
connaîtra deux côtés et l'angle qu'ils comprennent. 

60. En prenant toutes les variations dont les formules 
trouvées ci-dessus sont susceptibles^ on aura 



^* V sini(i-+-o — û)sin^(a-{-i-f-c) 

^ ' V 8ini (tb+<—b) «in i(a+b+c) 

^* - V Mài(<H-4— c)sini(a+M-c) 

t„. , . _,. / -- po»i{B+C—A)co»i{J+B+C) 
^* V coB^iA+B—QcoaiÇji-^C—B) 

Une • b — 1 / — co»i(^+C— i?)co8i(^+^+0 



V^ 



(^) Pour tirer cet formules de lears analogues du nnmëro pr^^ 
dent f il fanr observer qtte a— ^-«-7^ avct — * ( ;g -f*^ ) , etqa* 
•w tl>'-?^)=r-Vo C^— p) , cQs (p — ç)=; cos (^ — />> 



/ 
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b—a , t\n\{,B—A) 

^ c + b , coii(C— 5) 

û -— c , - sin î (A'-^C) 

" a 8in î (6 + a) 

t«„.r ^-^^ ^ ^„» . ^ co» ?(&—«) , 
tang — — r3 cot X C , ,1 I — r ^ 

tang = cot J-<rf -. — TT — r-rr 

tai«— cot-,A -^^^j^^^:ç^ 

''a , • C08i(a+c) 

Des douze dernières formules on déduit lea suivantes » 
qui servent à trouver le troisième angle ou le troisième 
côté d'un triangle dans lequel on comiaît deux côtés et 
les angles opposé»» 



) 
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tang i c ^tangiC i- a) ^-j^j—j^ 

taiigic=taDgi(ft+«) cosKg---^) 

.V. . ♦ .r , . »n i( C+2? ) 
tabgi a=tangKc— 6) gipA^c— it) 

. . . .r , .. cosUc-f^g) - 
tangi a=tangKc+ i) ^osU<^-«) 

tang i 6 =tang K« - c ) -jj(^;rc) 
tangi&=tan6Ka+O cog±(^— <:;) 

cotiC=tangK«+^^SîlT^ 

• C08 4- f C + 6 ) 

Si ToTl )omt à ces équations , les équations (A), qui 
serviront dansle cas où Ton connaîtra deux côtés et Tun 



(♦) Cc« formnlcs, et hs pr<fe^dcntc8, sont connues »oui lendm 
d'analogies de JYéper, paroe qu'elles se déduisent des règles donnëcf 
par ce géomètre pour résoudre Ici triangles s^àfivke${LosarUknuh^. 
rum canonU descriptio }. 



t 
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£'^5 angles opposés à ces côtés , ou bien deux angles et 
l'un des côtés opposés à ces angles , on aura tout ce qù*il 
faut pour résoudre un triangle sphérique : ce qui précède 
peut donc être regardé comme formant un "Çraité com- 
plet de Trigonométrie sphérique. En combinant entre 
elles les diverse^ formules obtenues successivement , 
on en pourrait déduire beaucoup%*autres d*un usage 
trèd-fréquent dans les calculs astronomiques : on doit , 
dans ce genre à M. Delambre , des résultats très* 
élégans et très-nombreux ,- et des applications impor- 
tantes des méthodes approximatives /ou des séries , aux 
cas qui en sont susceptibles. 

Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre 
' un if ian^le sphérique quelconque, 

61 . En négligeant les variations que peut présenter 
un même cas , on ne trouve que les six suivans : 

1®. Connaissant les trois côtés (a, b, c) trouyer 
un des angles (A), 

a°. Connaissant les trois angles (A , B , C ), trouver 
un des côtés (a).- 

♦,„„ ' «— « / — C08 i jB+C-A) cos i{A:J-B +C) , 



(*) Au lien de cette formule et de la précédente, on emploie 
•ouTent celles-ci : . 

y ' ê\n b sin c 

9 



^„t / --co»i(■^■^J?-^C)cosi(g-fC— ujf) • 

• V sin B sin C . • ' 

obtenoes dans la note de la page 70, et quisopt analogues à celi^ 
dont bn-fait usage pour le cas ;Bemblable de la Trigonométrie rec- 
tiligne (38)^^ 



/ 



3<^. Connaissant deux côtés {h, c ) , et P angle com^ 
pris (A) , trouver les autres angles ( B , C ). 

t«,g Hl^ + O = ^^,^ cot i^ 

cosi(^-f.c) * 

5 sin i(A + c) 

Eour-trout^er ensuite le 3**"' o&^ (a) / yoyez la for- 
mule dû 6*"« cas* 

4"". Connaissantdeux angles (B.Q^etle côté eom^ 
pris (a) , trouver les autres côtés ( A , c >. 

tour troui^er ensuite tè 5*^* angle (A) , v6yezla for- 
mule du B***^ cas. 

5**. Connaissant deux cotés (a, c> et zm anjgle op- 
posé (C), trouver tttutre angle opposé (A). 

sin a sin C 



8in^ = 



sin c 



> G°. Connaissant deux angles ( A , C ) el un câiéap^ 
posé (c) , trouver l'autre côté opposé (a). ^ 



8ina=:= 



sin c sin A 
sin € 



Pour trouver ensuite , dans ces deux derniers cas , 
V angle (B) et le côté (b) compris turi entre les côtés , 
tautte entre les angles , donnés ou calculés , on chan- 
gera dans les formules du 3*"« et du 4*"'« cas , i ^na, 
Ben 4 i et réciproquement ; il viendra 



l 
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* tar.gi(^+0==S2LÈlf^)cotiS. 

tan6Ka+c)=^3^f^^tang4i, 

OÙ tout est connu , à l'exception de cot {B et d% 
tangl b 9 qui seront par conséquent déterminées. 

Au moyen de cette récapitulation et de celle qui 
se trouve sur la page 58 , rien n'est plus aisé que dç 
résoudre ua triangle spliérique quelconque , en appli- 
quant , d'après les énoncés ci - dessus , ks lettres A , 
JÎ,C,a,6,c, aux angles et aux côtés donnés et 
cherchés. Le calcul arithmétique s'eiFectùe par l'addi- 
tion et la soustraction des logaritiimes / de la manière 
indiquée dans les exemples rapportés an n^ Sg ; seule- 
ment on n'y emploie que Ja table des logarithmes des 
lignes trigonométriques , puisqu'il ne s'agit que d'arcs 
de cercle. 

Lorsque y dans les quatre premiers cas , les cir- 
constances de la question laisseront douter si les arcs 
ou les angles cherchés valent plus ou moins du qnadrans 
ou d'un angle droit , on lèvera la difficulté en recourant 
aux expressions des cosinus et descoîangentes desincçH* 
nues (67). Mais danslerdeux dcrmers cas, il peut ar-* 
tiver que la question proposée soit susceptible de deux 
solutions , et l'on s|en assurera aisément en étudiant la 
manière de Qonstrnire un angle trièdre, lorsqu'on con- 
naît deux de aefi faces et l'inclinaison de l'une d'elles sur 
la troisième , ou bien lorsqu'on connaît les inclinaisons 
de jdeux faces sur la troisième , et l'anglo des arêtes 
qui déterminent l'une des premières. Je nç saurais en- 
trer id dans ces détails Ç^) ; mais en voici du moins 
les résultats. 



«»■■■■ fc — — éi^— 



{'*') li iaai consulter le Développement nouyeau de la partie 
élémentaire de Mathématique* de Bertrand, toni.II, Trigono' 
métrie, section Y, on 9e§ Elément de Géométrie, 3«<tt« partie. 
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1 ". Le trîangte sphérique ne peut exister que d'une 
feule manière avec les doonéeâ a , c et C , 
lorsque C =.if 

^ < l^ a < i», £^ > a 

^ > l^ a < 1% c < a»— cl 

c > 1^ a > 1», c < a, 
et 3 est susceptible de deux formes , 

lorsque C < if, a < i^, c < a 

^ < l^ a > 1^ c < af— a . 
C> 1% a < if, c> a^— a 
^ > 1% a > 1^ c > c 
Ç <Ou>if , a = i*. 

a^ Avecles données*^, Cetc^ il nepeutaroirqu^une 
forme , 

lorsque c = if 

c > 1% ^ > l^ c < ^ 

c > 1^ ^ < 1% c < a^— ^ 
c < i^ ^ >.if, C > a^ — ^ 
c < ^^ ^ < 1% C > -^ 

et il en a deux quand 

c > 1^ ^ > 1^ C > ^ 

c > iS ^ < l^ C > af— ^ 

c < I», ^ > 1% C < af— ^ 

c < if, ^ < if, C < A 

c <OU>lf, ^=i:lf. 

6a. Pour donner une application de la Trigonométrie 
sphérique , je choisirai le problème suivant : connais-' 
Fig. a3. sànt un angleMSN, fig. aS, mesuré dans unplanincliné, 
et les angles que font avec uneverticale SS^ les côtés SM 
ef SN dupremier, trouver t angle WS"ii' formé sur le 
planWS^N^ , horizontal ou perpendiculaire à SS'^ par 
les projections M'S' e< N'S' des lignes MS et NS. 

Lest 



•■■ —•^^mÊT^fw ' ""v 



t 
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Lés trois lig&es SS', S M et SN, déterminent un angla 
trièdre dont le point S est le sommet , dans lequel on con- 
naît les trois angles plans MSIV^ MSS'etNSS^\ et puisque 
la droite SS^ est perpendiculaire sur le plan N^S'M\ ella 
est aussi perpendiculaire Sur chacune des lignes M[S^ 
N'S^, situées respectivement dans les plans^^iV^ S'SSf, 
etformantparconséquent entre ellesunangle égal àcelui 
qui mesure l'inclinaison de ces plans : le problème proposa 
revient donc à déterminer cette inclinaison. C'est ainsi' 
qu'il se trouve résolu par des opérations graphiques, dans 
Y Essai de géométrie sur les plans et les surfaces, ou Corn" 
plément des Elémens de Géométrie , n® 4* • 

Mais on peut obtenir l'ange cherché en le considérant 
comme faisant.partie du triangle sphérique BAC formé 
par les cercles résultans des sections que les ttois plans 
MSN, S'SM, S'SJV, feraient dans une sphère dont le 
centre serait en S , et dont le rayon serait égal à celui des 
tables. On a dans ce triangle les côtés uiB , AC^BC^ qui 
sont les mesures respectives des angles donnés NSS^p 
MSS\ MSN; et l'angle demandé est précisément 
l'angle ^ : il se trouvera donc par la première règU 
du numéro précédente 

Comme exemple de calcul , )e suppose qu'on ait 
observé 

l'angle MSN de o^7597 = BC^ 
l'angle S'SM de 0^69 13 = AC, 
l'angle S'SN de o^Sô^a = AB. 

Ces angles représentant les côtés d'un triangle sphé* 
rique dont on cherche l'angle A , ]e fais , 

a= 0^7697, 6 = 0^5913, c =6^,6543 , 

et j'emploie la formule 

Trigonométrie^ G* édition. 6 



B% 



6mi^±=:y/ 



TRAITÉ éLEMENTAIRE|. etc; 

^__ ^ / sinj (a4-ft — c)8in^(a+c — b} 

sin 6 sia c 



(note, page 77), 

Le8arc83(^ + *"*0> i (« + €?— 4) se forment en 
ïaiaant d'abord la demi-somme des trois côtés a^ b , 
c , et en retranchant ensuite chacun des côtés qui ren<*- 
f erment l'angle cherché (38) ; puis on prend les lo* 
garithmes des éinus de ces côtés , les complémens arithr 
métiques des logarithmes des sinus des restes , conunA 
le montre Topération ci-dessous, 

o*,7e97 
o «BgiS 
o ,654a 



Somme* 
Demi-somme. 



if^oofiS 



i*,ooaS 
0,6543 



i" reste. 0^,41 15 a**"' reste. 0^,3484 

1. sin 0^,4^ i3= 9,7796340 

1. sîn 0^,3484 = 9>7 163989 

• Compl. arith. du 1. sin 0^,5913= 0,0964x68 

Compl. arith. du 1. sin 0^,654» = 0,0674914 

Somme. 19,6598411 

log sin i > = 9,8399305 , 
qui, dans' la table , répond à o^47^S4 = ^ ^; ®^ 
en doublait cet arc on trouve -/i( =o*,945o8 , ou seu- 
lement >^ 3= 0^,945 1 , en se bornant à quatre déci- 
males : tel est l'angle M'S'N' correspondant à la ysh 
leur donnée |>our l'angle MSN* 



^^«rv ^t^^mwf^" — ■»■— "" 
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CHAPITRE IlL 

De f application de V Algèbre a la Géométrie: 

63. XJ* APPLICATION de l'algèbre à la géométrie a d'a- 
bord pour but de faire servir les opérations algébriques 
à combiner ensemble plusieurs théorèmes de géométrie 
pour en déduire des conséquences. C'est ainsi que dans 
les deux chapitres précédens je suis parvenu aux prin^ 
cipales formules de la trigonométrie rectiligne et de la 
trigonométrie sphérique. Un théorème qui établit une 
relation entré plusieurs lignes d'une grandeur définie , 
peut toujours s'exprimer par une équation; et toutes les 
transformations qu'on opère sur cette équation , étant 
traduites en langage ordinaire^ donnent des énoncés qui 
soi|t des conséquences du théorème duquel on est parti : 
mais ce point de vue n'offre qu'une très-*petite partie de 
Ce que doit embrasser l'application de l'algèbre àla géo- 
znétrie. Cette branche des Mathématiques / considé- 
rée en général y ne se borne pas a la recherche des pro- 
priétés de l'étendue par le moyen des procédés algé-^ 
briques ; on y voit encore comment on peut repré- 
senter par ces propriétés tout ce que signifie une 
expression-algébrique quelconque, ramener sans cesse 
les constructions des figures aux opérations de calcul , et 
revenir de celles-ci aux premières: c*e8t ce que montre- 
ront successivement les diverses questions traitées datis 
ce chapitre. 

Li*écriture algébrique , si utile pour exprimer les con- 
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ditioQS des problèmes qui regardent les nombres, n'est pas 
moins commode pour ceux qui ont rapporta la géomé-- 
trie. Ces derniers peuvent se mettre en équation comme 
les premiers , dès qu'on est parvenu à trouver dans leur 
énoncé la relation des inconnues et des données ; mais il 
faut pour cela appeler à son secours quelques-unes des 
propriétés de Tespèce de grandeur que Ton considère. * 

64. Par exemple , puisqu'un triangle est déterminé 
par la connaissance de ses ^rois côtés , son aire doit l'être 
aussi par ce moyen , et Ton peut se proposer cette ques- 
tion : 

Connaissant les trois côtés tTun triangle, trouver /'ex- 
pression de son aire, 

.L*aire d'un triangle étant égale à la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur , on voit d'abord que la ques- 
tion se réduit à déterminer la hauteur; et en abaissant 
Fig. 14. dansle triangle ABC,Jig 14, une perpendiculaire sur le 
côté AC, on forme deux triangles rect^gles , qui four- 
nissent des relations entre les côtés JtB, BC , la per- 
pendiculaire BD , et les segmens AD et CD , faits par 
cette perpendiculaire. 

En effet , si on désigne par c , c', c", les côtes ^^, BC, 
'AC, du triangle , par t le segment ^D et par ula per- 
pendiculaire BD y les triangles rectangles ABD , BÛC 
donneront 

AB:=i ^ + Âd\ Tc — 55 + "dC, 

on observera en outre que dans le premier triante d« 

la figure. 

DCzi^lAC--^ AD i^zc" ^t , 

et dans le second » 

DCz=:AD'^ACT=it'^c\ 

£n mettant au lieu des hgnes les lettres qui lesrepré- 
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sentent , et faisant attention que {c" — 0*= (^"^ ^')* » 
on formera > pour l'un et TautretriaDgle, les équations 

c* = u*+ t\ c'*= u* + (c" — t y, 
qui , ne renfermant que deux inconnues t et u^ en déter- 
r minent les valeurs. 

• Si on développe Fa seconde équation , et qu'on la re- 
tranche de la première, les termes u* et t* disparaîtront ; 
il viendra 

c»— c'* = flc'' t — c"* (*) , 

d*où on tirera 

«t réquation c^z=2u^ + 1*, donnant 

on en déduira , par la substitution de la valeur de t , 
celle de 



«T=±V/^- 



"a^a 



ou 

diV^XcV"— (c* — c'» 4- O 

On peut , au moyen de cette formule, trouver la hauteur 
d un triangle quand on connaît ses trois côtés ; et comme 
l'expression de son aire se mesure par la moitié de sa 
base par sa hauteur, on déduira de ce qui précède Taire 
d'un triangle , lorsqu'on connaîtra les trois côtés. 
La lettre u désignant la perpendiculaire abaissée sur 

le côté c" du tnangle proposé , l'aire de ce triangle sera 

* ^__ 

(*) Je ferai remanjner qae cette équation , mise ons-Ia forme 
c'^ssBC* ^c"* — 3c% présente, par rapport "^a côté c , ou BCf 
le théorème dn n<* 76 desElémens de Géométrie* ^ 
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en mettant pour u la valeur trouvée ci-dessus. 

Telle est Texpression de Faire d*un triangle par se» 
trois côtés. En la considérant avec attention ^ il est fa- 
cile de voir qu'elle n'est pas présentée ici sous la forme 
la plus élégante qu*on puisse hii donner » car elle ne pa-* 
raît pas sjmétrique par rapport à chacun des côtés c^c\ c", 
ce qui pourtant devrait être , puisquen ^ changeant ces 
lettres les unes dans les autres ^ elle ne doit pas changer 
de valeur. Il suit évidemment delà qu'elle peut être ra- 
menée à ne contenir que des combinaisons semblables 
des lettres qu'elle renferme ; et l'on atteint ce but en 
observant que la quantité 40*0"*— ((:*—£/*+ c"*)% étant 
la différence de deux quarrés ^ se décompose dans les 
facteurs 

ace" +. c» + c**— c'% arc* — c» — c"* + c'*, 

qui reviennent à .' ^ 

( c + c")*— c'\ ^Ç^c — dy^ c'\ 

et se décomposent eux-mêmes dans les qultre suivans. 

on aura donc 

Maintenant si l'on fait attention que 

c' + c"— c = (c+g'+c") — sh; 

c +c^— c':^(c+c'+0 — 2c' 

c + c'-c"=^c + c'+ c")- 2C^ ' , 

et que Von polçe c -^^ -^ c" = s/, on trouvera enfin 
que Taire du triatigle jiBCest exprimée par 

ï )/^rKf-c).2 (/-0.2 (/-C^), 

et se réduit à 



V 



• •• 



Annule aussi remarquable par Tutilité dont' elle peut 
itrepour évaluer Taire d'une figure plane quelconque» 
que par son élégance : elle montre que Y aire d'un triangle 
est exprimée par la rûcine quarrée du produit de la 
demi-somme des trois côtés, multipliée par lesdiffé^ 
rencès entre cette denU^somme et chacun des côtés. 

65. Le procédé indiqué dans les Elémens de Géo^ 
métrie ), numéros â34 et 268 , pour trouyerla hauteur 
entière d'une pyramide ou d'un cône ^ tronqués 
par un plan parallèle à leur bâse^- étant réduit en 
formule^ conduit à une expression remarquable du 
volume de ce corps 

Si on désigne par â et 6 , leâ deux côtés homo- 
logues des bases d'un tronc de pjrramide^ on les VAjonn 
de celles d'un tronc de cône^ par g la hauteur de ce 
tronc y par h la hauteur de la pyramide ou du cône 

entiers , on aura la proportion 

* 

a—b: allglh, d'où *=— ^.. 

IjSl hauteur de la portion retranchée , étant h*^g , 
tj^ura pour expression 

Cela posé y les bases du tronc étant semblables , 
seront entre elles comme les quarrés de leurs lignes 
homologues ; ensorte que, nommant «S la base inférieure 
et S la base supérieure y on aura 

5:5::a*:i», ou sit^izsib^. 

Désignant ensuite par 771 le rapport des grandeurs S et 
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S = e^m , s = i'm ; 

et les yolames da corps entier et du corps, retrahqhé 
seront exprimés respectivement par 

en mettant au lieu de «S ^ s ^ A et A -*- g , les valeurs 
trouvée? ci-dessus. Retranchant enfin la seconde ex— 
pression de la première , on aura pour le. volume du 
tronc 

Or mc^ et mb* sont déjà les bases inférieure et su- 
périeure du tronc j et si Ton fait abz=ic^, cz=i y ab 
désignera une moyenne proportionnelle entre les lignes 
a, h y et par conséquent mab = mc^, exprimera Taire 
d'un polygone sehiblable aux bases du tronc et cons*' 
truit sur le côté c , ou d*un cercle de rayon c. 

Il suit donc du résultat précédent , que le volume 
dun tronc de pyramide ou de cône est égal au tiers 
de sa hauteur , multiplié par la somme des aires de 
ses deux bases et d*une figure semblable , construite 
sur un côté ou sur un rayon moyen proportion nel 

entre ceux de ces bases; et comme 77iaÂ= V^7iia*.m^*, 
on voit que l'aire de cette figure est moyenne propor- 
tionnelle entre celles des bases. Si on élève sur ces 
trois figures des pyramides ou des cônes de laèrne hau- 
teur que le tronc proposé, la^somme de leurs volumes 
sera équivalente à celui de ce tronc. 

66. Dans les questions précédentes , on avait en vue un 
résultat nuipérique^^qi^elquef ois on cherche des lignes. - 

Qu'on se propose , par exemple, d'inscrire un quarré 
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DEFG y dans un triangle ABC^fig, q4s il faudra tig. «4' 
supposer la^questîou résolue , et chercher ensuite entre 
les h'gnes données immédiatement par le triangle et la 
côté du quarré , une relation qui puisse s'exprimer al* 
gébriquement. 

-Pour cela, on abaissera la' perpendiculaire BH , que 
Ton regardera comme connue , puisqu'on sait la mener ; 
et comparant les triangles semblables Sj4C et BDE » 
BAH eXBDI y on formera les proportions 

AH:BD\\AC\DE^ > 

Aà:BD::BH:Bl, 

gui conduisent à 

AC : DE :: BH : Bi. 

Cette dernière donne une relation entre les lignes con- 
nues AÇ , BH , et les lignes inconnues BI ^ DE\ mais 
BI dépend de BE , car BI=BH-^IH^ et par la défi- 
nition du quarré , JH=DE : désignant donc par a et 6 
les données AC et BHy et par jp l'inconnue IH ou DE, 
pnaura 

d'où 6jc=:a5— C5C. 

.De cette équation du premier degré, on conclut 

ab 

a+b' 

Lorsque les droites a et b sont rapportées à upe com-^ 
mune mesure, ou exprimées en nombres, la formule ci- 
dessus donne , par des opérations arithmétiques , le 
nombre qui exprime la longueur de la droite JH ; 
prenant ce nombre sur la droite BH ^ on aura le point 
/, par lequel il faudra mener la droite DE, 

Il n'est pas nécessaire, pour déterminer le point /, da 
recourir aux nombres, parce que les opérations indi-. 



• \ 
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qiiées dans l'expression de x pemrent s'effectuer sur le» 
lignes. On voit en effet que cette inconnue est le qua«^ 
trième terme de la proportion suivante : 

a-^blallblx, 

et que par conséquent tout se réduit à trouvej: une 
quatrième proportionnelle aux trois lignes 

/ O'^b, a et b. 

On regarde en général comme élégant de lier avec la 
figure qui confient les données du problème, les opéra- 
tions qu'il faut effectuer pour en obtenir la solution; on 
peut en conséquence , dans la question présente, em-" 
ployer l'angle droit CiJ^ à la détermination delà qua<» 
trième proportionnelle à trouver. On portera donc ,_ sur 
EC prolongée , 

tirant BK^ puis menant /L parallèlement à BK^ lepoint 
I, pour lequel on aura 

HKlHL :: BHlIH, 

appartiendra au côté I>£du qpsati DEGF. 

67. On peut atteindre de la même manière à' de» 
questions d*un degré supérieur au premier. 

On iSLÏt que diviser une ligne en moyenne et extrême 
raison , c'est la partager de manière que l'un dés segmena 
sqit moyen proportionnel entre la ligne entière et l'autre 
fiegment ; pour résoudre algébriquement ce problème ^ 
m désignera laligne entière par a , le segment inconn» 
par X > l'autre segment sera a — x » et Ton aura 



• 
alx :: xla — Xy 



doù l'on conclura 

.a*— 00;= a*;. 
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en résolvant cette éqpiation, on en tirera 

0?=— ia±l/a*+îû*- 

Les operationa indignées dans cette solutioii peuvent 

•*eirectuer $nr les lignes, au moyen du triangle rectangle^ 

car a* +7 o"" étant la soipme des quarrés des lignes 

a et i a, le radical |/ a* + ^ a* est Thjrpoténuse -<<C, 

Jig. aSjdu triangle rectangle construit sur les côtés Fîg.i5; 

jiB=zu , ^C=:|a. Il ne s'agit , pour obtenirlesdeux 

Taleurs de a? ^ que de combiner , par soustraction et par 

addition , la ligne AC avec la ligne BC = î o > ce qax 

. s'effectuera en portant BC de C enD sur AC, et de C 

éniy sur son prolongement; car on aura 



=AC—DC= y ^à'+^ ^—ia , d'oà x^^Ap 
Aiy:=:AC+DC = /5M^-Ha , d'où x:=Z'^Aiy. 

La droite AD rapportée en E , sur AB , par un arc 
de cercle, est la solution donnée dans le n"* i3â des 
JElémens dé Géométrie; et en mettant seus la forme 

Véquation du problème , on en tire la proportion 

x4-a ; a :;o:x> 

qui revient à 

AD':AB:iAB:AD, 

'pusque 

Aiy=AD+^BCT:^AD+AB. 

^ Il suit de là, que la ligne AIX est aussi partagée en 

aiioyenne et extrême raison au peint /> , et que le plus 
^and segment DZy est égal à k ligne donnée AB^ On 
verra plus loin (77) L'énoncé auquel répondent en 
même temps les deux valeurs de X| etce que signifie 
le signe "^ qui affecte la seconde. 
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Les exemples précédens suffisent pour montrer 
que la résolution algébrique des problèmes déterminés 
de géométrie^ présente des circonstances analogues 
i celle des problèmes relatifs aux nombres. Il faut 
d*abord mettre laquestion enéquation^ tirer l'expression 
de l'inconnue ; mais au lieu d'employer le calcul arith- 
métique pour évaluer cette expression, il faut effectuer 
sur les lignes Qpnnues^ des opérations graphiques, corres- 
pondantes à celles qui sont indiquées par les signes al|é' 
briques. Dans la question du n** 66 , dont Téquation n'é- 
tait que du premier degré, c'est par les lignes propor- 
tionnelles qu'on a déterminé l'inconnue , et pour la 
question' ci-dessus, dont l'équation montait au se- 
cond degré , on a eu recours à la propriété du triangle 
rectangle. Ces déterminations sont ce qu'on appelle la 
construction des valeurs de l'inconnue; et je vaijs en 
exposer les principes , qui sont communs à toutes les 
questions de ces deux degrés. 

68. C'est une remarque générale ^ et qu'on aura sou- 
vent occasion de vérifier , que lorsqu'il n'entre que des 
lignes dans l'énoncé d'une question, et que la quantité 
cherchée est elle-même une ligne, son expression ren- 
ferme toujours un facteur de plus dans le numérateur 
que dans le dénominateur; et chacune de ces quantités 
est composée de termes homogènes entre eux. L'ex- 
pression de t , trouvée dans le numéro 64 > remplit 
cette condition :les termes de son numérateur ont deux 
facteurs, et son dénominateur, un seul. 

Il suit de là que lorsque l'expression d'une ligne quel- 
conque ne contient point de radicaux, on peut, en repré- 
sentant toutes les quantités qu'elle renferme par dea 
lignes, obtenir la longueur de la première sans recourir 
aux nombres, et seulement en cherchant avec la règle et 
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le compas , des" quatrièmes proportionnelles à des lignes 
données. Pour le prouver^ il suffira de l'exemple suivant. 



Soit 






cette expression^ dont le numérateur est composé de 
termes contenant chacun trois facteurs , tandis que les 
termes du dénominateur n*en ont que deux , appartient^ 
d'après la remarque ci-dessus, aune ligne. Si l'on fait 



gh = k'd. 



i» = k'd , 



on aura 

^_ «f*Ci4.j?--ftO _ rf(ft4-<^--y) 
d(k'+k') ~' ¥+T • 

on obtiendra donc t en cherchant nne quatrième propor- 
tionnelle aux trois lignes k'-^- k' , k-^-d^k' et d, 
lorsque les lignesinconnues,représentéespar A, A',ft', ft*, 
seront déterminées. Les équations posées ci-dessus , 
conduisent à 



, flpc ob c ,f «.j 



* — d» 



~'^-~ d^d* 






râleurs qui se forment par les proportions suivantes : 
d : a 



d : e 



b • ~ 
" ' d 



d ' c "—' ——k 



d' 



J • d 



h : 



.g*_ 



k% 



d 1 e " ^ ' i^=Jk' 
d • d» • 

j • ; •• i • * A», 



cherchant donc les quatrièmes termes de chacune par 
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les lignes proportionnellea , on anra succeçsiyement le» 
longueurs des lignes représeintées par 

ab abc rf W* gh £• 

l''^' d* d-' d'2* 
qui donneront 

et avec celles-ci on trouvera U 

On reconnaît sans peine que Fe^rit de la méthode 
dont je viens de faire usage pour construire une ex- 
pression algébrique ^ consiste à transformer le numé^ 
rateur et le dénominateur de l'expression proposée , 
€n produits d'un certain nombre de facteurs simples ou 
du premier degré y ce qui est toujours possible parles 
moyens que j*ai employés. 

II y a des cas où cette transformation peut s'effec- 
tuer immédiatement^ sans qu'il soit besoin d'y intro- 
duire des indéterminées : tel est celui de Texpression * 

dont le numérateur équivaut à 

c(a+b){a-^b"i^ 
et dont le dénominateur peut s écrire ainsi ^ 

il vient alors 

^_ (g — &)(g-f"&)c 

\/a^+b^\/'^^t*' 
ce qui s'obtient par les proportions 

-y- r- . IL (a + b)c 



a* 
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Le radical employé dans ce calcul se construit facile- 
ment, car il exprime rhypotéiiused*un triangle rectangle 
dont les côtés sont a et b, 

6g. Le triangle rectangle et le Cerclé fournissent les 
moyens de construire la racine quarrée d'une quantité 
quelconque exprimée en lignes. L'usage du premier est 
évident Jorsque la quantité comprise sous le radical est 
la somme ou, la différence de deux quarrés. En effet, oa 

a , dans ce cas , V^a* +i* et v/a*— • b'^ ; Vune dje ces 
expressions peut être regardée comme Thypoténused^ua 
triangle rectangle dont les côtés sont a et 6 , et Vautre 
comme l'un des côtés adjacens à l'angle droit , dans un 
triangle de même nature ^ dont l'hypoténuse serait a , 
et le troisième côté b. 

On construira^ par une suite de ces triangles ^ l'exprès-^ 

sion v/a*+6*+c*4-d^: ayant obtenu d'abord V^a^-f-^*, 
on représentera cette ligne par « , ce qui donnera 

et la quantité proposée deviendra 

y/a^ + c^ + S^; 

on construira le radical y/ ** + c* commue le précédent; 
et nommantes le résultat de cette opération , on aura 

^• + c» = 



il ne restera plus qu'à trouver \/i8*+ d% ce qui se fera 
en prenant l'hypoténuse du triangle rectangle dont les 
côtés sont |S et //. Il est faci|e d'étendre ce procédé au cas 
où le radical à construire contiendrait un nombre quel- 
conque de quarrés. 

70. Je passe maintenant à l'emploi du cercle dans 
Textrâction des raciùes qu^rées. On sait que la per-. 



• 
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pendiculaire élevée aur un diamètre est moyenne pto^ 
portionnelle entre les deux segmens de ce diamètre 

{Géom. i3o); on obtiendra donc \/ab en faisant 9 
fig. a6.y?^. a6, AP^^a^ BP:^=Lb y et décrivant un cercle 
sur la somme AB de ces deux lignes , prise pour dia*- 
mètre : la perpendiculaire PM , élevée sur Je point P , 
étant moyenne proportionnelle entre AP etJBP^ sera 

On peut encore trouver une moyenne proportionnelle 
entre deux lignes quelconques a et & , en prenant la 
plus grande des deux pour le diamètre AB du cercle , 
et portant l'autre de A en Pj élevant ensuite Fordonnée 
PM, et tirant la corde AM, on aura la moyenne pro- 
portionnelle demandée ( Géom. i5i). 

A Taide de ces n^éthodes , on construira tous les 
radicaux du second degré, quelle que spit la quantité 
qu ib renferment. Soit pour exemple 



\/' 



a'^'-^'bc 2^ : 



def 
on fera bc:=:aky —^^nah!'^ l'expression propo- 

sée deviendra'^v 



i/a* 4- a/t — cfe' = \/(a+fe — /i')û, 

et pour Tobtènir, il suffira de prendre une moyenne pro* 
portionnelle entre deuxjignes, respectivement égales à 
.0 + A — A^ et a : il est d'ailleurs évident que les quantités 
k et k se détermineront par les lignes proportionnelles, 
d'après ce qui a été dit , n° 68 , puisque les équations 
dont elles dépendent^ donnent 

i;_^c y— M 

K . , . K , 

a ag 

et conduisent par conséquent à ces proportions s 



.--' 
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a i b :: c : k , 

71. La quantité que Ton se propose de construire 
pourrait ne pas être homogène; mais cela n'arrivera que 
lorsqu'on aura fait quelques lignes égales àVunité^ ou que 
1 on aura représenté un nombre par une lettre, ou une 
ligne par un nombre \ et les méthodes indiquées ci-dessus 
né seront pas arrêtées par cette circonstance , pourvu 
qu'on fasse reparaître, dans tous les termes où elle devait 
se trouver , et avec des exposans convenables , la ligne, 
prise pour unité. 

/ Te 
Si Ton avait!/ a + ^, et que l'on sût par Té- 

r^oncé de la question qui aurait conduit à cette expression, 

qu'elle doit appartenir à une Hgne, on verrait que 

chacun des termes compris sonsle radical devrait être 

du second degré , et que par conséquent en désignant 

bcv? 
Tunité par n , il faudrait écrire an au lieu de a, et -—jj 

bc 
au lieu de -73 , ce qui ne change rien à la grandeur ab- 
solue de ces quantités, puisque n= 1 =:n^, et en général 
n"* = 1; quelle que soit m. On aurait de cette manière 

\/an + -^= ^» (a + -|î-*) . 

qui se coiistruirait facilement,- 

J'observerai que , d'après ce qui précède , on pour-" 

rait extraire , par une^opération graphique , la racine 

quarrée d'un nombre quelconque, en prenant une 

moyenne proportionnelle entre deux lignes, dont Tune 

représenterait l'unité , et l'autre aurait avec celle-ci le 

Trigonométrie. 6* édition. 7 
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rapport marqué par le sombre proposé. {/^^ par exem- 
ple y s'obtiendrait en prenant une moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes , dont une serait les 3 de l'autre ^ 

puisque V^| = v/i X r 

7a. Rien n*est plus facile maintenant que de cens- 
trûire l'expression des racines de Téquation du sebend 
degré a;* — aa;= &*, qui peut représenter toutes celles 
de ce âeg;ré. En effet , en tirant la valeur de a? , on a 

il ne 8*agit que de construire le j^adîcaly ^a* + ^'^(Sj), 
et de prendre ensuite la somme et la différence du ré- 
sultat et de la ligne ^ a , pour obtenir la grandeur de 
chacune des racines de la proposée. 

Si cette équation était de la forme a^ — ax = — b*, 
on aurait 

sa construction , dans ce cas , ne différerait de celle du 
précédent , qu'en ce que le radical serait exprimé par 
Fun des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, au 
lieu de l'être par l'hypoténuse , et que ce triangle ces- 
serait d'exister si l'on avait ^a< b, parce qu'alors ayant 
Fig. 37. pris sur l'un des côtés d'un angle droit ABC yfig. 27 , 
une grandeur .^i5=&, le cercle Z>£, décrit du point A 
comme centre, avec un rayon qui serait moindre que-r^^, 
n'atteindrait pas l'autre côté BC. Cette circonstance 
s'accorde avec la théorie des équations du second de- 
gré , qui donne des racines ima^naires pour le cas dont 
11 s'agit. 

On pourra appliquer ce qui précède àl a question sui- 
vante : Etant donnée la somme ou la différence des deux 
côtés contigus d'un rectangle et son aire , construire ca 
rectangle. ) 
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En eiFet , soient b^ la surface da triangle demandé , 
a la somme ou la différence de ses côtés contigus^etx l'un 
d'eux; l'autre sera exprimé par a — or dans le premier 
cas, et par â-f-'^ ^^"^ 1^ second; la surface sera 
(a— x) x pour le premier cas , et («4"^)^ pour le se- 
cond ; ensorte qu'on aura ces deux équations : 



or — a;* = i*, ax + a:*= A% 

lesquelles étant résolues, donneront des valeurs de x . 

constructibles par la méthode «précédente. ^ î 

73. Il n*est pas nécessaire de résoudre les équations 
du second degré, pour trouver graphiquement les ra- 
cines ; on les obtient immédiatement, par les propriétés 
des lignes droites qui se coupent dans le cerclé. 

L*équation x^'-^'oxxz b* çtant mise sous la forme 

» - — - ' 

a: (or -f- o) = i% 

se rapporte à la propriété des sécantes et des tangentes 
qui partent d'un même point(Geom. 128); carsi on dé- 
crit ,7%- a8,sur un rayon BCzn^a un cercle, qu onlui Fig. a», 
mène unetangente AB dontla longueur soit è, et que par 
les points ^ et C on tire une sécante AC^ en nommant x 
la ligne AD , on aura évidemment 

et la propriété citée plus haut, donnant ADy:,Aiyz=iABi 
il en résultera - 

ce gui est Téquation proposée. 

Si Ton avait cf — or = i*, il faudrait faire x = AD^ 
on aurait alors 

ADz=zx '^a, et ar(x— a)t=^*. 

La construction présente , n*étant; spjette à aucune 
exception , montre que tant que h* sera positif dant 

. 7" 
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le second membre , en même temps que x* Test dam 
le premier y les racines de Téquation proposée seront 
toujours réelles. 

L'équation x*-^ar=: — b* se change enax — a:*= b^, * 
et peut alors s'écrire ainsi : 

x(a— a;) = i*. 

Sous cette dernière forme elle se rapporte à la propriété 
des cordes qui se coupent dans le cercle ; car si l'on 
Fig. 99. décrit sur un diamètre AB = a , fig 29 , un cercle , 
qu*on élève au point A une perpendiculaire AC=b , 
qu'on tire ensuite CM parallèle à AB , et que par les 
points Jlf et ifeT', où Cilf rencontre le cercle, on abaisse 
sur AB , les perpendiculaires PM et P'M', on aura 

AP "X^BP—AP {jIB-^ AP) = PM, 

ou 

AP(,a^AP)mcib', 

puis ^ 

AP'xBP' = AP'iAB'--AP')=:P'M , 
ou 

AP'(a — AP')^b^: 

d*oà l'on voit qu'en prenant successivement pour x les 
droites APetAP\ on retombera sur l'équation proposée 

et que par conséquent les droites ^P et u^P', obtenues 
par les procédés ci-dessus , sont les valeurs 'de l'in- 
connue X, 

Il est visible que quand ^C surpassera le rayon du 
cercle ou ^ a, la droite CM ne rencontrera plus le cercle 
et ne fournira par conséquent aucune détermination ; 
mais alors les racines de l'équation proposée seront 
imaginaires. 

Les racines de l'équation 0:*+ ax =— fc* nediffèrent 
de celles de l'équation aï*— ex =-—6% que parce 
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qu'elles sont alFectées du signe -. — } mais leur grandeur 
s'obtiendra toujours par la construction que je yiens 
d'indiquer. 

y 4- Dans l'application de l'Algèbre à la Géométrie, lo 
signe— > s'interprète en général comme à l'égard des 
nombres, en renversant d'une certaine manière Ténoncé 
de la question , ou en prenant les lignes qui en sont alFec- 
tées^dans un sens contraire à celui où on les avait sup- 
posées d'abord. 

Avant d'aller plus loin, )e dois rappeler que les quan-« 
tités négatives- tirent leur origine des soustractions qui 
ne peuvent s'effectuer dans l'ordre où eJlIes sont indi- 
quées, parce que la quantité a retrancher se trouve plut 
grande que celle dont on doit la retrancher. On recon- 
naît par cette- circonstance, qu'il y avait erreur dans l'é- 
noncé de la question, ou an moins dans son application 
au cas particulier que l'on a eu el) vue ; et en redressant 
cette erreur , c'est-à-dire en modifiant l'énoncé de ma* 
nière à rendre possible la soustraction qui n'a pu s'exécu- 
ter, on parvient àun résultatpositif j mais pour certaines 
questions,pour tontes celles qui mènent à des équations du 
premier degré, par exemple, on n'apas besoin de prendre 
cette peine. Le signe du résultat indique lui-même le ren- 
versement dont l'énoncé est susceptible; et les valeurs né- 
gative^,employée»conformément aux règles établies pour 
effectuer les opérations sur les quantités affectées du 
ftigne— *-, satisfont aussi bien aux questions que celles qui 
sont positives : c'est pour cela que l'on a changé la 
dénomination de racines fausses, que les analystes don- 
naientantrefois aux racines négativea des^équàtion». 

C'est donc aussi parla soustraction que l'on doit expli- 
quer , sur les figures géométriques , les valeurs négatives 
que l'Algèbre donne à certaines lignes; et pour soustraire 
une ligne d'une autre, il suffit de porter la première sur la 
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seconde, à partir de Tune des éxtrémitéB de cel1e-ci:mait 
il yây sur cette opération graphique, quelques observa- 
tions à faire , qui tiennent à la manière dont les lignes se 
décrivent. 

tig. 3o. Srtît d*abord CD^fig. 3o, la ligne àsoustraire de AB\ 
comme la première est moindre que la seconde , en 
portant cette première de ^ en c , leur différence Ac èera 
placée à la droite du point A ; mais si l'on avait à retran- 
cher CD\ plus grande que AB, et qu'on portât toujours 
nir AB^ à partirde la même extrémité B^ laïigne àre- 
trancher, la différence des deux droites proposées serait 
marquée en Ac\ sur le prolongemetit de AB , et serait 
placée à gauche du point A, c'est-à-dire d'un cttè op- 
posé au résultat Ac de la première opération : c'est à ce 
changement de situation que répond le 8%ne -^. 

Il semblerait^ au premier coup-d'oeil , que l'on devrait 
effectuer la soustraction indiquée sur les lignes CIÏ et 
AB^ en portant la plus petite surla pins grande, car c'est 
ce que Ton fait sur les nombres , lorsqu'on ôte le plus 
petit du plus grand ; mais il faut observer, â l'égard des 
lignes , qu'elles sont en général employées à marquer 
des distances à un certain t>oint auquel on en rapporte 
d'antres,et qu'on regarde commefixe; elles pirennent donc 
leur accroissement par l'extrémité opposée à ce point » 
et alors la soustraction, qui, par sa nature, eist inverse de 
l'addition de laquelle résultent en généralles accroisse- 
mens, doit s'opérer aussi en sens inverse de celle-là , et par 
conséquent en allant vers le côté où les lignes (fimintient. 
De la vient que si le pointa sur la droite AB^st le point 
fixe dont je parle , la soustraction de CD ou de CZ/ 
doit s'opérer a partir du point ^. La continuité deslignes 
et la possibilité de les prolonger indéfiniment dans les deux 
sens, donne à leur égard le moyen d'opérer , comme on 
vient de le voir, la soustraction de la même manière, 
quoique la quantité à soustraire soit devenue la plus 
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grande des deux. Yoiçi un problème fort simple qui 
confirmera ce qu'on vient de lire. 

75. Mener dans un triangle donné ABC , fig. 3i, Fig. 3i. 
parallèlement au côté AC^ une ligne DE qui soit égale à 
une ligne donnée MN. 

Les côtés du triangle étant donnés, je ferai 

AB—a, ACz=zb, MNzzzc\ 

et ]e prendrai pour înconnuela distance AD, parce que 
la position d'une ligne parallèle à une ligne donnée | 
est déterminée par un seul de ses points. £n faisant 
AD 7=ix , ysiursûBD = a — x , et lés triangles sem- ^ 
blables BAC et BDE donneront 



ou 
donc 



AB : AC :: bd : de , 

e : i :: a — X : c ; 

ah — «e a (i— c) 

La valeur de a? se construit (68) , en retrancbant de 
>^C =1 fc ^ la droite CF= c , puis tirant FD parallèle à 
CB ) car la âmilitude'dea triangles ABC ^ AFD^ four- 
nit cette proportion : 

AClAfi y.AFlAD 

ira:: b — e : a? = — ^-r — -. 

Si là ligne ilfiV devenait pjus grande que. AC^ elle ne 
pourraitplns trouver place dans Tintérijeur (lu triangle 
ABC :^il faudrsçit prolonger les côtés AB et BC} lyiais ' 
alors le point D passerait enD' cle l'autre côté du point 
A , et c'est précisément ce qu'indiquent le calcul et la 
coBstmctioii. 
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En effet , si Ton a 3fN' > ^Ç , il en résultera c> b ; 
la quantité 6— c sera par conséquent négative ; mais en 
faisant la soastraction des lignes, comme il a été indiqué 
dans le numéro précédent , le point F passera en F*, et la 
ligne F^y, menée par le point F' parallèlement à iBC, ne 
pourra rencontrer que le prolongement du côté A Ben ZX • 

76. En général^ toutes les fois qu'il s'agit de distances 
Rapportées à un point fixe et comptées siir une même 
ligne» ou sur des lignes parallèles , celles quî'sont affec^ 
tées du signe »- doivent se prendre dans j^i sens opposé 
a celles qui sont affectées du signe +• 

En effet, si Ton considère la situation' respective de 
deux points dont les distances à une droite quelconque 
soient exprimées par a+&et a— c, il est évident 
que la distance mutuelle de ces points est 6 + <^ > puis- 
que 0-4-6 — (a — r) = 6 -|- cj et pour les {rtacer de 
cette manière par rapport à une droite quelconque A'B^, 
fig. 3a.^. 3a, il faut tirer d*^dK)rd, «oit d'un côté, soit de 
l'autre de cette ligne, aune distance >^^= a, une pa- 
rallèle jiB , puis mener ensuite deux autres lignes paral- 
lèles à celles-ci , l'une QM^ en dehors des premiières et à 
une distance AQzrzb, l'autre Q'M' en dedans et à 
fioe distance AQ^zzz c. Par ce moyen, tous lespoints, tels 
>s que M et il/', placés aux rencontres des dernières pa- 
rallèles et d'i^ne perpendiculaire à la ligne A'B\ auront 
entre eux la distance exigée , etse trouveront dans une 
situation opposée par rapporta la parallèleintermédiaire 
AB, de laquelle leurs éloignemens respectifs sont mar- 
qués par -f- & et •— c. Il est facile de voir qu'ils seraient 
tous deus; du même côté de AB , si leurs distances à la 
ligne A^B' étaient exprimées par a+ i et a.+c, parce 
qu'alors leur distance mutuelle serait & ^— c. 

C'est ainsi que les sinus, qui sont les distances des extré- 
mités des arcs au diamètre ^^'^ Jig. 10 ,. et les cosinus 
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cpii sont les distances au diamètre BB^y changent de 
signe en passant d*un côté à l'autre de ces diamètres (q3). 
La tangente suitlamêmeloiàrégarddu diamètre ^^, 
et par la même raison. 

77. Ces considérations ne s'appliquent pas aussi im- 
médiatement à la sécante, parce que sa direction change 
à chaque instant : cependant elle n'en a pas moins un 
signe propre à ses diyerses situations^ et qui se tire de son 

expression analytique séca= ; mais ce n est, en 

cos o 

général , que par rapport aux lignes qui conservant la 
même direction , que le changement de signe r^épond 
toujours immédiatement au changement décote C^)» 

Les droites AD et Aiy, fig. a5, qui représentent les Fîg. a5. 
racines de l'équation du second degré a^-— ox = x* (67) , 
quoiqu'appartenant à des valeurs de signes différens » 
ne sont pas opposées ; mais s'il s'agissait de les appliquer 
à la solution d'un problème où elles seraient considérées 
comme des distances à un point fixe , mesurée» sur une 
ligne de direction constante , il faudrait les porter de 
différens côtés de ce point , d'après là règle du n*^ 7S. 

En effet , le problème du n° 67 , par exemple » peut 
être énoncé ainsi : 

Trouver sur la droite AB =: a» un point £ , tel que sa 
distance A£ au point A, soit moyenne proportionnelle 
entre sa distance à Vautre extrértiité Bet la ligne enr 

{^) Oa peut, ce me semble, donner nne explication assez naturelle 
, des changemens de signe de la sécante, en observant que cette ligna 
prend réellement nue situation opposée , lorsqu'elle atteint la tan« 
gcnte par Textrémité opposée à celle où elle y arrivait d'abord. En 
effet , dans les arcs BA' et jfB^i pour lesquels Téxpression anal j« 
ciqne de la sécante est négative, ce n'est plus le rayon CAf qui a^ 
teint la tangente iy^V» mais le rayon opposé. 
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tièreAB. Les deux Yaleari de rincoanae étant alors 
jiD et AD', la dernière ^ qui se trouve affectée du 
signe — ^ doit être portée en ^f, au-delà du point ji, 
par rapport au point B. Cette conclusion est facile à 
vérifier, car la valeur de AU' répondant à — x dans 
réquation a"— aj;= x», vérifie l'équation a*+aj: =x*» 
qui résulte du changement'de + x en — x; et cette 
dernière équation fournit la proportion 

qui- revient i 

uiB + AE, on BEf'.Amw AE :AB. 

Le problème suivant est encore très^propre à £uce 
connaître comment il faut interpréter les diverses solu- 
tions qu'offre une même équation. 

Fig. 33* 78. Par un point E , fig. 33, placé eomme on voudra 
à V égard de deux droites AB et AC , perpendiculaires 
entre eUes, mener une droite de manière que la partie 
IVF' de cette droite , interceptée entre les deux lignes 
proposées y soit ^ une grandeur donnée m. 

Pour conûaître la position de la ligne l/F déjà assu- 
)étie à passer par le point donné E, il ne faut qu'en dé- 
terminer un autre point , qu'on peut ichoîtir comme on 
voudra; jeprendrai pour cela ^Z7', çt puisque le point 
£ est donné , je supposerai connues les lignes GE et 
HE y menées de ce point paraHèlement aux lignes AB 
etAC: je ferai en conséquence 

GE^a, BE — b, AD'^y. 

Cela posé, les triangles semblables JSGD' et FAV 

dpQ&ent 

Gjy \GE\\AD'\AF' \ 
•nais 

GÏ/^AU'^AG^Aiy — UE^y'-'b'y 
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Le triangle F* AI/ étant rectangle en A , fournit Téquar- 
tion 

qui, par la substitution des Valeurs de A{y, AF* tit 
lyB* , devient 

et 

J^— fl*yS^fi.jJ.fl»_^y^t) J^^2 J;^*^_: Jt^l-j. Q ( j) ^ 

lorsqu'elle est développée, et otdotixrcie. 

Cette équation monte au quatrième degré ^ parce que 
la question proposée a , en général, quatre solutions. On 
Toiten effets par Imspection de la figure , que l'on peut 
remplir de quatre manières différentes les conditions du 
problème proposé , savoir : 

Par les deux lignes ïfF' et D^F% menées dansPaagle 
droit BAC y où se trouve placé le point E\ 

Puis pur les deux 'lignes D^F* et D'^'F'^ , menées 
dans les angles €AB' et BAC, à^cens à Tangle BAC. 

Il n'est pas difficile de voir que les solutions de l'angle 
jB^C peuvent devenirimpossibles^ lorsque la grandeur m 
est au-dessous d'ane certaine limite qui dépend de la posi< 
tiondu point £, à l'égard desdroites u^^ et AC, maisque 
les deux autres solutions seront toujours réelles^' car lel 
lignes F*D* et F"" If", peuvent passer par le point A , 
Ce qui les rendrait nulles ^ ou devenir parallèles ^ Pane 
à AB , l'autre à AC , et par conséquent infinies. 

Il n'est pas moins évident qile la question Se simpli- 
fierait ^ sans perdre aucune de tes solutions» si on pre* 
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naît le point E à égale distance des droites AC et AB ; 
car il suffirait alors de conoaître une de celles de l'angle 
J^Cet nne des deux autres , pour les obtenir toutes 
les quatre. 

Si on savaft mener lyp^^ par- exemple , on en conclu* 
raitZ>''F*', en prenant ^F*= AD", à cause que le point 
E serait semblablement placé à l'égard des deux droites 
AC et AB ; et on déduirait , par la même raison > 
lyP^' de D^F-, en prenant AF^'^Alf. 

D'après cette remarque, je ferai GEz=zHE, ouo=i; 
et l'équation proposée deviendra 

jf*— aoy^+^o^*— m*(j'*— flay+a»)=o (2). 

On ne voit pas encore comment cette équation peut 
être résolue plus facilement que la précédente } maisia 
relation observée ci-dessus, entre les diverses solutions , 
va mettre la chose en évidence. 

Les triangles D'^Tî^ et D''^i?-',D'^F^ et V^AF", 
étant égaux, il s'ensuit que les angles lyF'A et D^'F'A, 
VF^A %tD*"'F^"A, sont complémens l'un de l'autre , 
et que par conséquent, dès que Ton connutra les angles 
jyPAJJ^F'A^ on aura les deux autres , et toutes les 
solutions de la question seront connues. Mais puisqu'on 
n*ade cette manière que deux solutions à trouver immé- 
diatement , il est avantageux de déterminer l'angle que la 
droite , comprise entre, les lignes AB et AC^ doit faire 
avec Tune de ces lignes avec AB ^ par exemple. 

En prenant pour inconnue la tangente de cet angle, le 
triangle J^EG mentre que 

* 

tangD'/î'^rzrtangD'^Gz^ ^=llZ^^J:Zl. 

Si on fait'<-— ^ = 2* on aura 

a 
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et substituant cette valeur dans l'équation (a) , il vien- 
dra ^ après les rédactions , 

ou a4 +az3 + ^^^'"7^ ^^^+ flz + 1 = 0. (5) 

Il est maintenant visible que si la quantité z^ satisfait 

cette équation ^ la quantité -7 y satisfera pareille- 

z 

ment (^ ; et en Vécrivant ainsi : 

a*+ 2a'-4- aa*+ 2^2J + 1 = -^ a% 

on reconnaît sans peine qu'en ajoutant z^ à chaque 
membre , le premier devient un quarré parfait , 

z*-f-2a3-f-aa* + a« + i +»*=(«* + «+ 1)*: 
on a donc 



m' 



d'où 



(a»+» + iy = — a^+aS 



ce qui revient à 



** + 



û^ V^ 



m^- 



a 



a + i =^:o. 



Cette équation doit être considérée comme équivalente à 
deux équations du second degré , à cause des deux 
formes dont le coefficient de son second terme est 
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(*) GeUc ëqnation est de celles cpi'on nomme réciproques. On 
trouyedmsle Complément' des Elémens d'Algèbre, la manière 
de les abaisser autant <|a'il est possible ; et par la transformation 
indiquée à cet effet, la proposée se ,rédaic sor-lc^amp au second 
degré. 
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sufceptible ; et faisant ^ pour abrégef » V^i»'+ a*=zn, 
elle donne successivement 



*•+ 



S4-I=30, 



X' 



'+2±^z+i=:o. 



Si on désigne par z\ z', les deux racines de la pre-' 
iiiière,et par^sf^ z'", celles de la seconde^ on aura, eix 
vertu du dernier terme égal à l'unité » 

zz = 1 , z z = 1 1 

et comme s exprime la tangente d*un angle, prise pour 
un rajon = i , il s'eosuit que les valeurs z' et z" appar— 
tiennent à deux angles complémens l'un de l'autre , et 
qu'il en est de même de z'etz"' (j^), conformément à ce 
qui a été remarqué, page io8. 

En résolvant les équations ci-dessus , il vient par la 
première , 

par la deuxième , 
mais 



âa 



sui 



et puisque n = v/m*-}- a* surpasse nécessairement^ , 
on voit que les deux dernières valeurs de z seront 
toujours réelles, tandis que* les deux premières devien- 
dront imaginaires, lorsqu'on aura n< 3a. 

Avant de parvenir à ce terme , les mêmes valeurs 
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deviendront égales si n =r 3a , c'est - à * dire si 

V7îi*+a*=3a; et faisant évanouir les radicaux , 
il vient 

d'où 

m^^ 8a% ou m= V/8l?ï= aa|/â, 

ce qui prouve qu'on ne pourra mener dans Tangle^B^^C, 
par le point E , aucune droite moindre que aa f/a* 

La quantité n étant alors V^8a*-4-a* = 3a , les 

• deux premières valeurs de z deviennent égales à i , 

et les deux autres sont — a ± y^S'. H suit de là 

• que les deux lignes D'F^ et D^F" se confondent» en 
faisant avec J!B un aogle de o^,5. 

Dans le cas général j si l'on fait 

l/(a^ny^4a^z:z i/(ii4-«) ( /i~3a)scp , 

il viendra^ pour les quatre valeurs de 2, 

aa aa ' 

aa * aé * 

Connaissant les tangentes 2^ s''^ 2*>2""y on en con- 
clura les valeurs de ^ , au moytin de l'équation 

j^=:aa + a(p4gfe loî). 
Ces valeurs seront respectivement 
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^ a 

a a 

Elles se construiront aisément ; car la quantité n est 
rh3rpoténuse d'un triangle rectangle dont les côtés sont 
a et m, les lignes p et q s'obtiennent aussi par los 
triangles rectangles (69) > ou par les moyennes pro- 
portionnelles (70) ; et lorsqu'on aura les longueur» 
des quatre droites ci-dessus , les points ly, V^ D'^ 
!>*', seront donnés (*). 

7g. Au lieu de prendre pour inconnue l'angle que 
doit faire avec AB , la droite demandée ,. on eût pu 
chercher à déterminer la distance entre le point donné 
E et le point K , milieu de la ligne D^/^, pour en con- 
clure D^E. En faisant EK = x, et posant, pour abréger» 

F'K:^iyK = ^= l, on aurait eu 

a ' 



:=iyK+EK=l+x, PE^FK-'EK^l 
' et les triangles semblables D'GE , EHE^ auraient 



Si on compare l'analyse qne je Tiens de faire des diverses 
circonstances de la qaestion ci -dessus , avec celle qae Ton tronve 
dansrAlgèbredeBeaout(3« vol. du Coursa Vusagede la marine, 
édition de 1781 , pag. 334 ) » *° verra combien cette dernière est 
incomplète et fautive ; eUe n'indique que les deux solutions reprë- 
tentées p«r les ligues ZXiï» et Z?*/^. 

donné 
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donné 

ifE : EG :: ef' : fh^ 

ce qui revient à 

< 
d'où on aurait déduit lequation 

qui ^ par réléyation au quarré et le développement , 
«ersut devenue 

ce* — (fl? -j- 20^ )x» + /♦ — 2a'/*= o ; * 

•et pouvant la résoudre comme celle du secohd degré | 
on en aurait tiré d'abord 

puis 

x=dtV/z*+a*ih v/a4+ 4a*/» =rtv//*+a*zb v/a^+4/^, 

expressions faciles à construire > d'après ce qu'on a vu 
dans les numéros 69 et 70. 

Cette solution , bien remarquable par son élégance , 
est tirée de V Arithmétique universelle .• Newton Ta 
donnée pour montrer comment un heureux choix d'in- 
connues simplifie'la solution d*un problème. Celui qu'il 
a fait, dans la question^ui m'occupe, lui a sans doute 
été suggéré par la considération que la distance EK ne 
peut avoir que deux grandeurs différentes, l'une relative 
aux deux solutions I/F^ etD"!^, et l'autre aux solu- 
tions ryp" et D""!^", et que par conséquent ses quatre 
valeurs doivent , abstraction faite du signe ^ être 
égales deux à deux. Je conclurai de là que, pour 
se déterminer dans le choix de l'inconnue , il faut cher- 
cher celle qui, dans les diverses circonstances que peut- 
oifrir la question , subit le moins de changemens. 
Trigonométrie. 6^ édition. 8 
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80. Le petit nombre de questions résolues précédem^ 
ment, suffit pour montrer comment l'Algèbre peut s'ap- 
pliquer à la solution des problèmes. On a dà reconnaître 
parcesexemples^queles circonstances relatiyesàlasitua- 
tioo des lignes, peuvent toujours être déduites de la con- 
sidération des triangles, et, moyennant les propriétés de 
ces figures, s'exprimer algébriquement. L'art de former 
les triangles dont il s'agit , et (}ui résultent , soit expli- 
citement, 8oitimplicitement,de8 conditions du prc4>lème 
proposé , ne peut, comme la facilité de mettre enéqna<* 
tion lès problèmes numériques , s'acquérir que par Tba- 
bitude(*). 

Les diverses expressions con^ruites dans ce qui pré-» 
cède , ne se rapportent qu'à des lignes , parce que les 
problèmes qui les ont amenées n'ont pour but que des dé- 
terminations de lignes, et c'est ce qui arrive le plus sou-*» 
vent, puisque la détermination -des figures se réduit tou- 
jours àcelle de leurs dimensions. Cependant il peut se pré- 
senter quelque cas où l'on cherche immédiatement une 
aire ou un volume; l'expression à laquelle on arrive doit, 
si elle est homogène, avoir dans le premier cas à chaque 
terme de son numérateur, deux facteurs de pi us qu'à ceux 
de son dénominateur , et trois dans le second cas. 

Par exemple, le3q)ression ^ peut de- 

signer une aire^, et l'expression — "mZlTm "° ^^^ 



(♦) V Arithmétique universelle de Newton contient une col- 
lection de problèmes, aussi prëcieose par IVlégance des solation» 
que par la Tatriété des énoncés ; la Géométrie de position , par 
W. Carnot , en Tcnfermcdetrè«-ihtéres<an8,ôt qui conduisent h de» 
propriétés de Téiendue trè^remarquables. Laleièture de ces onvra^, 
et de ceux de Thomas Simpson, sera tiès-utilc &ux peffsoBdes ^ui 
voudront s'exercer & la résolatioii des questions. 
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lame. Dans l'expression Enale du n^ 65 , la lettre 
m ne doit point comptée , parce qu'çllfi e^cprime nn 
rapport et non pas une ligne. 

Construire ces expressions, c'est faire un rectangle dont 
Faire soit équivalente à la première, et un parallélépi- 
pède rectangle dont le volume soit équivalent à la se- 
conde; et pour cela on prépara , par TartiSce analytique j 
dan° 68, la première formule, de manière qu'elle se ré- 
duise à un produit de deux facteurs, la seconde, de ma- 
nière qu'elle devienne un produit de trois facteurs. 

£n effet , si on prend 

la quantité m demeurera arbitraire , les quantités , 
ky k\ k", k", k"", se détermineront par les lignes pro- 
portionnelles^ et on aura 

c' + ad ^ mhr — mk'" 

résultat qui peut être regardé comm^ l'aire d'un.reotangle 
dont la base serait m , et dont la hauteur serait la ligne , 
représentée par la formule 

m^k—k' + k") 

Puisqu'on est maître de prendre à volonté la ligne n^y 
on peut la Caire égale à l'une des quantités employées 
dans l'expression à construire , ou bien à l'unité , si 
l'on en a choisi une. L'exemple ci -dessus se simpli&e 
lorsqu'on prend m := a ; il vient alors 

i»c=a'A, d=zV, d^^aV, 
<^:=.ak', d = k"", - .' . 

8.. 
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c^+ad ~ a (*•+ d) 



aik^d+k") 

Ce procédé s'applique facilement i la seconde expres- 
sion proposée 

a7 + b^d^ — d7 

En prenant tout d^ suite a au lieu de la quantité ar- 
bitraire m , on fera 

et il viendra 

fly+ yç*— dr _ a7 + a*k — fl»y 

La dernière formule peut être évidemment prise pour le 
volume du parallélépipède rectangle dont la base est le 
quarré construit sur la ligne a ^ et dont la hauteur est 
la ligne représentée par la formule 

I . « + *• • 

81. L'Algèbre sert non-seulementà trouver la gran- 
deur des lignée et des parties de l'étendue, comparées les 
unes aux autres , mais elle fournit encore lé moyen de 
déterminer les figures qu'affectent ces lignes ^ et en gé- 
néral les formes de Tespace.Descartes^ en rÂnarquantle 
premier, que ces figures et ces formes établissent des re- 
lations de grandeur entre des droites, est parvenu à ap- 
pliquer l'j^lgèbre à la théorie des lignes en général ; et 
par cette découverte , les Mathématiques ont entière^ 
nent changé ^Hacei 
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Si Ton conçoit y par exemple , que de tous les points 
d*une ligne quelconque D£,Jig,54j on ait' abaissé Fig. ?/{• 
des perpendicrfaires PM^ PM, P''it.y etc.> sur une 
ligne droite ^^^ donnée de position , et quà partir d'un 
point A pris à volonté sur cette ligne , on ait mesuré les 
distances ÀP^AP'^AP^^ etc., chacune de cesdistances» 
et la perpendiculaire qui lui correspond , seront liée» 
entre elles de manière que Tune se conclura nécessaire- 
ment de Vautre. En effet , quand la grandeur de AP 
sera Bxée, la rencontre de la courbe DE avec la perpen- 
diculaire élevée par le point P, sur la ligne AB^ donnera 
la grandeur de PJIf; et quand on aura cette grandeur , 
que je supposerai représentée par ab , on obtiendra 
AP en prenant sur AC , perpendicijaire à AB , une 
partie AQ=ab , et en menant ensuite la droite ,, 
CM parallèle à AB , qui rencontrera la ligne DE 
dans un point M, pour lequel on aura nécessairement 
PM=àb. 

Rien n'empêche d'imaginer que tes lignes ^P, PM ^ 
soient rapportées à une ligne commune prise pour unité, 
et que, sous ce point de vue, elles ne soient représentées 
par desnombresou par des lettres.^ Si la relation qui est 
entre AP et PM, entre AP^ et P'ikf' , etc*. peut être ex- 
primée par une équation algébrique , cette équation ca- 
ractérisera la ligne Z>£, et pourra en faire con^naître suc- 
cessivement tous les points; c'est ce qu'on va voir sur 
deusc exemples très-simples. 

8a. Je prendaponr le premier la droite AE ^Jig. 35 , Fig. 3$.; 
menée par le point A*y toutesles perpendiculaires Pilf, 
P^ilT, P"ilf^, etc., baissées de chacun de ses points sur 
la ligne ^i9, détermineront une suite de triangles ^PiR/^ 
AP^MyAP'M!^ etc., tous sembl^ks entre eux, et^ui 
donneront 

AP:PM::AP':P'3f::AP'iP'M", etc. 
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OU ce qiâ revient au même , 

jéP'~ u4P' — ":3p3r,«tc. 

La relation de toutes les distances jiP aux perpendi- 
cuiaM^£^/'Meâtici bien facile à saisit; elleconsistedans 
Je rapport constant que chacune des premières a avec 
oelledes secondesqui lui correspond ', et si l'on désigne 
ce rapport par a , on aura 

PM=:aXAP, P'M'=aX.AP', P'Ilf'zi^aXAP', etc. 



Toutes ces équations , qui semblent particulières à 
chaque point de la droite AE y peuvent être comprises 
dans une seule , en désignant la distance du pied de la 
perpendiculaire au point A, quelle qu'elle soit, par x^ 
et en représentantla perpendiculaire elle-même par j^* 
car on aura alors^=aa;. Cette équation , qui retiferme 
deux inconnues, x ^ y ^ ne peut donner la valeur que 
d'une seule, et cela après que Ton a fixé arbitrairement la 
Valeur de l'autre : lorsqu'on assigne à x une valeur quel- 
conque u/i'jj^ prend la valeur correspondante PM. Si 
l'on a , par exemple ,0 = 5, on trouve PM^= 5 AP , 
c'est-à-dire qu*en prenant PM, égale à la moitié de AP, 
le point M est sur la droite AE ^ et non ailleurs. 

La ligne AE ne se termine pas brusquement au point 
A} on doit, pour embrasser toute son étendue, la con-^ 
cevoir prolongée en AE^, au-dessous de la ligne AB , et 
à gauche de la ligne AC, Cette dernière partie est con»- 
prise aussi dans l'équation j'^rox : car on peut donner 
à 07, dans cette équation , des valeurs négatives, et ces 
valeurs exprimantlssdistances àla ligne ^C, doivent être 
.prises du côté opposé à'Oelui où l'on a porté les valeura 
4>o^tive6 (76) : elles donneront donc des points tels qoe p, 
placés en arrière du point A. Mais les valeurs corres- 
pondantes de^ étant aussi négatives , doivent être prises 
du côté opposé à celui ou l'on a porté les valeurs positives 



• 



< 



» 



c'^st-à-dire au-dessous àtAB^ comme pm; et il est visible 
^'ailleurs que , si jip est prise égale à ^P,prn sera pa^ 
reillemeut é^ale à PM:oï\ tombera donc dq cette manière 
«ur les poiijts dq prolon^emecit AE^ de la droite 4^- 

83. Je considère en second lieu le cercle décrit du 

« 

point A y fig. 36 , comme centre, et d'un rayon égaIàFig.35« 
la ligney^Z>. Ce qui distingue les points de la circon- 
férepce des autres points du plan, c*est d*être tous à une 
distance du centre A qui soit égale au rayon AD \ et pçir 
confiéqueut quelque part que Ton prenne le point Msur 
cette covirbe,les droites -^Pet PM seront les côtés ^*un 

tfiangleVectangle , dont Thypoténuse AM sera, égale 4 

AD. En faisant donc 

r 

AP^os, PM=y, AD:=zr, 

on aura ^ 

et on tirera de là 

iquatioQ <iu moyeu d^ laquelU, eu sç dom^^nt x ou AP, 
Dn aurf , pjur le «ecours du calculi et sana^u'il soit her 
soin de con^itruire la Çgure,3^-ou P4f , ou du moins le 
rapport de cette ligue aviso le rayoq. £u prei^ant > pv 
exemple , qc =Jr , il vie^d^a 

On concevra sans peine que l'on peut déduire de 
la mêm^^xprasaioo ^ l€# li^u^s l'If pour tous les points 
de U lign^ AP > compris euire A et Z>. L*équation 

y zp \/f^^^ ac* prouve aussi Inen que la deseription 
giométvique de la cireonférenee du cercle , que cette 
courbe ne doit pas s*eteiidre au-delà du point D', car 
pour prendre le point F -au-delà de celui-ci , i\ faudrait 
supposer a: ^^D, ofi'^r, et dans ce caS; la valeur 
4e y devieadrût imaginaare.^ 
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Quoique je n'aye considéré que le quadrans DJE} 
les trois autres, qui complètent la circonférence^ sont 
compris dans Téquation x* + j^* ==r*; car Fordonnée y 
ayant, pour une même valeur de x, deux valeurs, savoûr t 

+ y/f'—x^ et — V^r» — a?», 

la seconde doit être portée du côté opposé à la pre* 
mièr^e (7S) , et fournît par conséquent tous les points du 
quadrans DE'. Mais on peut aussi donner à x des va- 
leurs négatives qui doivent se porter de ui en ZX , puisque 
les valeurs positives ont été portées de ^ en Z> ; et a 
chacune de ces valeurs répondront deux valeursde jr : 
la valeur positive donnera les points du quadrans lyE, et 
la valeur négative les points du quadrans ZX^. 

84- Quoiqu'on ne tire des équations 

yz=iax, j^ = ± V^r* — a* j 

que des valeurs apt>artenant à des points toujours dis* 
joints , néanmoins la continuité qui résulte de ladestrip- 
tion de la^igne droite et du cercle , représentés respec- 
tivement par ces équations, n'est point violée, parce 
qu'on peut toujours déterminer par leur moyen deux 
points aussi voisins l'un de l'antre qu'on voudra , puis*- 
qu'il suffit pour cela de prendre pour x deux valeurs 
consécutives presque égales, et que rien ne limite la pe-> 
titesse de la différence qu'on peutmejttre entre elles. 

85. Cette manière de représenter le cours des ligile^, 
c'est-à-dire les circonstances de leur forme et de leur 
situation, en les rapportant à une droite, par despei^n- 
diculaires, mérite la plus grande attention; on voit qu'elle 
revient à déterminer la position d'un point quelconque , 
par le moyen de sa distance â deux droites ^^ etAC, 
f îg. 34;perp,endicul^res entre elles. Le point ilf,^^. 34> est en 
effet déterminé lorsqu'on a les distances AP et jtQ^^ 
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pnbqa*il setronTeàrintersectiondeslignts PMet QSf, 
menées par les pointa P et Q, parallèlement aux droites 
JBetAC. 

Les lignes AP et AQ , ou leurs égales, QM et PM^ 
se nomment des coordonnées. On se sert ordinairement 
dq. mot aÂim^d pour désigner celle qu'on suppose con- 
nue , et l'on donne i l'autre le nom à* ordonnée. Ainsi , 
dans les exemples précédons , où j'ai toujours exprimé 
les lignes PJ!f par les lignes JfP, PJIf était l'ordonnée, 
fXAP l'abscisse. Les lignes jtfi^et^C, qui déterminent 
la direction des coordonnées , se nomment les axes des 
coordonnées. 

II faut bien observer que pour les points situés sur la 
.ligne AB, ladistance^Qou PMeat nulle, et que par 
conséquent, si on la représente par jr, on a pour tous ces 
points,^ =o; par la même raison, on a QM on AP, 
ou :v=o , pour tous ceux qui Sbnt placés sur l'axe ^C; 
et enfin au point A, qu'on nomme F origine des coordon" 
nées , on a en même temps 

En ne donnant que les valeurs absolues de l'abscisse 
AP et de l'ordonnée PM, le point ilf reste encore indé^ 
terminé à quelques égards; car on ne connaît alors que 
les distances de ce point aux droites indéfinies BB^ et 
CC,Jlg. Zj ; et en conservant ces mêmes distances , ilf»fr^< 
pourrait se trouver indifféremment dans l'un quelconque 
des quatre angles droits BAC , B'AC, B'AC, BAC -, 
mais les combinaisons des signes affectés aux coordon- 
nées ^Pet PMy font connaître dans lequel de ces angles 
se trouve le point proposé. En effet , étant convenn 
de donner le signe + aux parties de la ligne AB, en 
allant de A vers B, le signe — sera celui qu'il faudra 
assigner aux parties de AB\ en allant de A vers B'. D« 



pour le point M 
del'axiglo 
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niême, $iroaa donné le signe 4- ^nsç parties de JIC ; 
en allant de J ver» C , les parties de AC en allaiit de^ 
vers C, seront nécessairement affectées du ûgj[ie *^. 
Cela posé, on aura 

• i+PM w-y 

lotjf, \ -^ jtP —a? 

^^^' ir^PM +y 

B'AC, l'""tîf, ""* 

' J -r PJIf — y 

Le choix des lignes AB et AC^ perpendieulaîces entre 
elles, n'est pas le seul qu'on puisse faire pour déterminer 
sur un plan lapositiood'un système quelconque de points; 
toute combinaison de lignes capable de fixer la pq^vition 
d'un point , ses distances à deuK points donnés , p4r 
exemple » serait également propre ^ cet ysage ^rnais dans 
le plus grand nombre de cas, les coordonnées perpen^, 
diculaires sont celles dont l'emploi présente le plus de 
facilité; et on verra plus loin 4>lusieurs exemples de la 
manière dont on passe de ces^ coordonnées à diverses 
manières d'assigner sur un plan la position des points. 

86. L'équation qui exprime les relations entre les AP 
et les PM, pour une ligne donnée , s'appelle Yéquation 
de cette ligne , et celte-ci se nomme à son tour le lieu 
de l'équation qui lui appartient. 

Il est visible que toute question géoinétrique indéter^ 
ininée , renfermant deux inconnuee , conduit à un li^u 
géométrique* 3'il s'agissait, par exemple, de former 
to\xi> les triangles rectangles que To;! peut construire suf 
vnthypc^ténusedo^née.a, en nommant a? et^ les côtji^ 
de l'angle droit die tçe triangle^ Téquatiofi du problème a§p- 
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rait'a:*+^ = a'; et on satisferait à la question en décri- 
vant sur un rayon égal à a un quart de cercle^ et en abais- 
sant de tous le» points de ce quart de cercle des perpen- 
diculaires sûr son rayon : le quart de cercle serait le lieu 
de tous les sommets de l'un des angles aigus de ce9 
triangles. 

L'équation d'une courbe s'obtient toujours en expri- 
mant analytiquenaenty ou Tune quelconque de ses pro- 
priétés , comme on l'a fait pour la ligne droite , ou les 
circonstances de sa description , ainsi qu'on en a usé 
à regard du cercle. Réciproquement , une équation 
quelconque^ considérée en elle-même^ donne aussi nais- 
sance à une courbe dont elle fait connaître les propriétés. 
Ce dernier point de vue étant le plus général et le plus 
fécond , c'est désormais de la considération des équa- 
tions que je déduirai les lignes. 

87. De toutes les équations à deux indétermiifées j la 
plus simple est celle du premier degré; et elle appartient 
â la ligue droiteja plus simple de toutes les lignes. Cette 
équation peut être représentée par Cyz=zAx + B-^ mais 
en la divisant par C, elle ne perdra rien de sa généralité, 

et deviendra ^=-^ a? 4- 2^, ouj'=ax+ô, en faisant 

^= a , -p; =£ ; c'estsous cette forme que je l'emploierai 

désormais. 

Supposant d abord que b soit nul , on aura 

y=ax, ou ^—a-, 

c'est-à-dire que dans toute l'étendue de la droite , le rap- Fig. 36. 
portdePAfà^/>,^g;. 35, sera constant. Cette pro- 
priété , qui nest que Texpiression de la similitude des 
triangles APM, APM etc. , et de laquelle il résulte que 
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PM P'M' 

"jp = "Tp^ > «te, quelque part qu*on prenne les poîntil 

P ^ P ^ etc. , sur la ligne AB , ne peut appartenir qu*à 
la ligne droite j4E , menée par le point A , origine 
des coordonnées. 

Le rapport ^ , oo le coefficient a , dépend de Vangle 

que fait la droite AE avec l'axe des abscisses AB } mais 
dans le triangle APM , que je suppose rectangle en 
P, le rapport de PM a AP est égal à la tangente de 
Tangle PAM(3o) : a représente donc la tangente do 
cet angle. 

En considérant Téquation yzrzaX'^b, on yoît que 
la nouvelle ordonnée^ ne diffère delaprémière , y:=zax^, 
qu'en ce qu'elle la surpasse de la quantité b; d'où il suit 
que si on prend AD =i, et qu'on mène la ligne DFpa- 
rallèle à AE , elle sera le lieu de l'équation ^=ax-|-& > 
puisqu'on aura 

PN =PM +IkfN =zPM +AI/, 
P'N' = JP'ilf' + M'N'zzzP'M' + AD , etc. 

et il faut bien remarquer que le coefficient a restera Te 
même pour toutes les droites parallèles à AE. 

Il est aisé de voir que rien, dans réquationj^==ar-|- 6, 
ne limite les valeurs que Ton peut donner à x, et que par 
conséquent celles de y deviendront aussi grandes qu'on 
voudra; mais en même temps, rien ne bornant le cours 
de la ligne Z>Fdans l'espace indéfini i?^C, on trouvera 
toujours des abscisses et des ordonnées assez grandes 
pour représenter les valeursde j^ et de x, qui satisferont 
à l'équation proposée. 

Faisant j; = o , on auray =; A , et cette valeur ap^ 
partiendra au point D, où ladroite DF rencontre l'axe 
AC des ordonnées. Lorsque x sera négatif, on trouvera 
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j^ = -— ax + ft, 

tt^ax étant moindre que b , y sera encore positif, mais 
moindre que b ou AD. Le cours de la ligne DF 
montre que cette circonstance ne peut avoir lieu que 
dans la partie DF^, correspondante à des abscisses Ap, 
situées du côté opposé aux abscisses AP , que j*avais 
choisies pour représenter les valeurs positives de x ; 
c'est donc de ce côté qu'il faut prendre les valeurs né- 
gatives de X. 

Pour trouver la valeur de x, qui répond au point ^où la 
ligne Z^Frencontre Taxe ^^ des abscisses, il faut faira 
y = o, ce qui donne 

flj: + i = o, et a:=— -=:./^. 

Lorsque a:, restant toujours négatif, sera devenu plus 

grand que la quantité -,y lui-même deviendra négatif ^ 

mais au-delàdu point/) la ligne DFse trouve au-dessous 
de la ligne ^^ ; l'ordonnée p^n' tombera donc d'un côté 
opposé à celui où elle était située d'abord, et par consé*- 
quent les valeurs négatives de^ doivent se porter d'un 
côté de la ligne ^^ , opposé à celui qu'on a adopté pour 
les valeurs positives. 

Ces remarques, qui confirment ce qui a été dit dans 
le n* jS, ne sont pas particulières à la ligne droite. On 
ne saurait y faire trop d'attention ; car c'est de l'usage 
des quantités négatives daiis les figures, que dépendent 
en grande partie , les diverses formes qu'affectent les 
lignes courbes. 

L'équation^ == ax+b ne renfermant que deux cons- 
tai^tes,aet&, dont la valeur particularise la droite qu'on 
considère , en la distinguant de toute autre , il s'ensuit 
que deux conditions suffisent pour déterminer cette 
droite. Celles qui s'offrent les premières, sont de Tassu- 
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jétir à passer par deux pointe donnés, ou bien à être pa-* 
rallèle ou perpendiculaire à une autre droite donnée, et 
à passer en outre par un point donné. On aura besoin 
dans la suite de connaître la forme que prend Téquation 
yz=ax'^b y pour satisfaire à ces diverses conditions ^ 
c'est pourquoi je yais les examiner chacune en par* 
ticulier. 

.88. Si on ckerohe Téquation de la ligne droite qui 
passe par deux points , dont les abscisses soient et et a\ 
et les ordonnées fi et j^,on mettra successivement et et «^ 
à la place de a?, et jS' à celle dey ^ et on aura , pour 
déterminer a et b ^ les deux équatioES 

> dont on tirera 
et il en résultera 

pour réquation de la droite cherchée. 

On peut donner ace résultat une forme plus simple; 
car si on retranche deVéquation^ =aa: •+• 6, Tune des 
deux équations ci-dessus, la première , par exemple , 
h disparaîtra , et il viendra 

cette dernière équation sera celle d'une droite assujétie 
à passer parle point dont les coordonnées sont a et /S, et 
faisantd'ailleurs avec Taxe AB un angle quelconque : en 
y mettant , au lieu de a , la valeur trouvée précédem- 
ment , on aura 

• La distance des points proposés , ou la partie qu'ils 
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interceptent sur la droite cherchée , aura pour expres- 
sion 

cela se voit évidemment , en supposant que iVet N' re- 
présentent ces points; car leur distance NN' élantPhy- 
poténuse du triangle rectangle iV7îi\^', il s'ensuit que 

iwv'=^+ rFRz=z{AP'—Apy + iP'N'—PNy. 

89. Pour obtenirVéquation de la ligne droite qui pas- 
serait par le point dont les coordonnées sont et etjS , et 
qui serait parallèle à la ligne représentée par Téquatiou 
y •==.({ X -f- h\ il suffira de substituer d au lieu de a dans 
l'équation^ — %:=a{x — ae), qui satisfait déjà à la pre- 
mière condition, puisque , d'après len'S/, le coefficient 
de X test le même dans les équations des lignes droites 
parallèles entre elles.; on aura donc pour celle qu'oa 
cherche 

y — /S = a' (x — *). 

90. En&n , si AE et AI yfig, 38 , sont deux droites |r,g. 38i, 
perpendiculaires entre elles , passant par l'origine A , 

et que sur Tabsci^^se AP y on élève les ordonnées PM 
et PM\ on trouve , en comparant les triangles APM 
etAPM\ queje rapport de AP kPM est inverse du 
rapport de AP à PM^} ensorte que si a est le coefficient 
de X dans l'équation de AE (87) , ce coefficient ser^ 

— dans celle de AI. Mais les ordonnées de cette der- 
a 

nière , tombant au-dessous de AB doivent, par le n" jS, 
être affectées du signe — : les équations des droites AE 
et AI seront donc 

y = ax, y=:^-x (*). 

(*) On parvient aus&i à ce résultat saoft s^appuyer surlen<» 76 ; 
car rindinaûoa des deux droites AM et AM^ , fi§. Sg, passant 
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G)D8idérant ensuite les droites DF et GH^ respectif 
vement parallèles aux droites ^JE et AI ^ et par con^ 
aéquent perpendiculaires entre elles ^ on trouvera pour 
leurs équations 

j^=ax + 4 et j^=— -x+i'(n"précéd,). 

Si la seconde doit passer par un point dont les coor- 
données soient « et jS ^ son équation deviendra 

j^— ^ = — i(x— et). 

91. Deux lignes qui ce coupent ont à leur point 

par Torigiae , détermine la forme du triangle comprit entre les 
poinu iR/et M' ^ correspondant à la même abscisse AP ,'et rori* 
gine A , triangle dont les côtés sont faciles à calculer , par leséqaar 
lions de cet droites , que je suppose 

EneÎFet, %\AP^x^ oxkSiPM^^ax yPht^a'x^ 

MM^^^PM—PM^iax—a'x'y 
let trîanglet rcctanglet APM , APM', doimeat 



' AM^AP'hPJ^'==x*'ha*x* 
AmL ÂP^- PM^=i X» 4- «'»*• î 

et quand ces droitet deviennent perpendiculairet entre ellet , lo 
triangle Af//^/^ devient Kçctangie en A^MHf^ qui en est alors 
rhypoténnte, doit satisfaire à Tequation 

MM'''z=i'am'-^ am\ 
que lesTaleortci-detsus changent en 

(àx — afx)* = aar» -f- û* Jf • -f-«'«.Jt«. 
Développa , réduite et divisée par sur* , elle revient à — aa' •» i , 

d'où Ton conclnt a^ a» — • > , comme ci-dessus. 

a 

n est bon d'obterver que le tigne — indique ici le changement 
que doit tnbir la figure, quand Yvxïf^MAM' devient droit , cir- 
constance qui ne permet plus que let deux lignes AM et A9^ 
soient du même c6té de Taxe ^^,ainsi qu'on Tavait tupposé d'abord^ 
l'algèbre opère donc sur la situation de ces lignes un redressement 
analogue à celui qui a lieu par les teintions négatives , dans let 
questions omnériquet. ( Yojrefe les EUmen$ d* Algèbre,) 

d'intersection 
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ll'intersectiûn les mêmes coordonnées; ensorte que pour 
tronrer celles du point de rencontre des. deux droite» 
données par les équations 

yz=za'x'^b\ 
il n'y- a qu'à «upposer qiie les inconnue» dr et y ont la 
«même valeur dans rune jet dans l'autre équation : on 
aura ainsi !:-•/' 

ax + b::=zc^x +J/^ . . 
ce qui donnera 

X = -- — — . et y :s — -, ^ 

On joitpar ces valeurs qne le pçii^t de.concpurs est 
d'autant plus éloigné' des axes AB et^,C^.qiie la quantité 
a'-^a est plus petite, et qu'enfin x et y devieipicfût mbïi$, 
lorsque c^~a, c'est-à-dire lorsque les droites proposées 
cessent de, se i^eàcoiitrét, ou-^oûrprarraflèfes. 

9d. yi pfiut êtxe t^edexQnnaitfe'-la longueturde la 
p«rpe9dicplaii:e ^baisftéejd'un point dbiMié«iKunfe lighe 
donnée ; et on y pai:vie;idra en cherdbant les difler^des 
entre les:Coor<iojnnées..daiPe point^et celles^ pohit ta 
la droite .donnée rejstçontce ja ligne» qui loi est perpen- 
diculaire. . 

L'équation de la première étant 
celle delà seconde sera 



seconae sera 









' I < »> ■ 

81 « et ^ désignent les coordonnées du point donné : m^tt 
on peut torettjfe 4'équation J^ ='^ aor -f^^& sous la ïbme 

' y — & =; ax +b -^^ ^ aoî+aiù, 
qui revient à 

Trigonométrie. G« édition.' . ; q 
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1 

ttf jointe à^— 18=5: — T.(aî---rt), ^elle donnera 

g(g— gtf -^ft) fi—OôL — b 

1 + o* ^ -^ . i + a* 

Siib$titu4nt ces yalenrs dans l'expreMicm ' 

on aura, pour k longueur de la' perpendiculaire cher- 
cnee, * - - ^ 

. ..' , /8 — aA— *•'& — 

• f 

' gS. Ce quf précède conduit à Texpression du sînfis , 
' du cosmus -et de la tangente de l'angle que forment 
entre éHèé deux droites données. Soient 

té * 

0' = «rÇ + *r y=:za'x + b\,,. 

les équuftions dés -deux droites pi^pésées; il est évident 
que Tangle quelles font entre elles ne changerait' point 
si on I^s: faisait mouvoir touteëdeux parallèlattient ' à 
elles-mêmes jusqu'à ce qu'elles passassent par l'origine 
des coordonnées ^ et alortleurs équations se réduiraient a 

y=^^ .. j.. == a'x (87). ; . 

Cest dans cet état que j.ç les considérerai et je les 
Fis- 4e. r^^pi'ésenterai par les lignes AM et AM^^figi Jip» 
Ayant pris sur l'une d'elles un point M\ dont les 
coordonnées soient- désignées par a et /S, la perpen- 
diculaire MM' abaissée de ce point sur l'autre ligne 

>^itf^sera exprimée par •—-=—=/ , à cause de 6=0 

(922); mais'si Ton fait JOf=r; les coordonné^ do 
point A étant nulles ^ on aura 
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et parce que le point Jkt est sur la ligne ji3t, dont 
l'éqnatiop Nest ' y=ia'x^ il «'ensuivra ^z^a'a. Cette 
équation ôbmbmée àyee la précédente , donnera 

r ^ ar 

. .. J I 

fidbstituant ces valeurs dans celles de la perpendionlâîre> 
on trouvera 

^— i^JL . ■ ( 

et si ToA î^onne à la perpendiculaire MM^ le hom de 
sinus y qu'on lui a assigné dans la trigonométrie, on 
aura 

en prenant r pour rayon. ' , • ' 

$i on refrai^çt^e d^ f, lerqtiarré de cette e^resaiôn, oâ 

aura cèlIé/de:^ilJF, ou du qùârré dii cosinus de Tatigle 
MAM^ «avoir : 

• (côsiiir^iif')»2=tt 

y^i^4^0 (1+Q^O— r*(d^Wi,a)> ;;^ r »(i+afla^4.a*a^^) 
et prenant la racine quarrée, il viendra 

|/(i+aO(i+a'?) 
enfin, faisant r= i , on tirer^de cestleux expressions) 

I , 

J*aut-ais pu déduire ' immédiatement tette dernière 
Valeur de la fonmile 



iSâ application de l*al<$ébre 

rapportée dans le tablean de la page 3o , puisque Tangle 
MAM'kst Ul différence des angtes fiAjif et SAM^ et 
que par conséqueilt , si Ton désigne ces derniers par p 
et. Çj on «ara. .... 



taDgp=a'. tang7=a, -«t t^g{p—tf) = —~; 

comme ci-dessus; mais cette formule repose sur celles 
du numéro il ^ obtenues parle moyen â*uiie ëonstmo- 
tion, et je me suîé [proposé de tirer dès Betfles équations 
des lignes, tout ce qui jest nécessaire pour rappIicàtipQ 
de l'algèbre à la géométrie. 

j4* L'équation du cercle obtenue dans le n^ 83 ^ n'est 
que particulière ^ parce qu'on a donné ^u centre une 
situation déterminée, en'le mettaritàlotiginedescR^or- 
domiées. Pour génén^ltaiBr.riqiiatiQn ie c^tte courbe, 
Fîg. 36. il faudra avoir l'équation du cercle DE^E\ fig. 36 , 
-611 pfetiant^pour origine des coordonnées le point j/', 
pkcéd'ù&e mamère quelcenqlie par sapportmu centre jd\ 
et. pour cela» 11 suffira 'd^écrireanalyfiqufimeint quêta 
distance de ce' centre à chacun des points de la circon- 
férence , est égale à r/ Ûr^si^'ondésigile par p et y, les 
lignes A^A' etcA'A^qjixy seront alors les coordonnées du 
centre ;f , |Bir rapportauxaaws -rf'i?' et àf^C^wt que l'on 
fasse >f Ç =.x^ QM^i^y, on aura (88) 

AM= f = Vw-py+Ty-qr> 

d'où on tirera, eu^uarrant le/deux-meiabr^tet en dé- 
veloppant , 

a^-^^px + p» +y — a^-f ,ç» == r*. 

Cette dernière équation 'est la^^k» ^éné^ak qoelU» 



a!^ 



A 



I 






paisse obtenir poiar l^çea-fdO} ^ i| jiiia]^pert^i^44^^<ao€«;. 
domécuiTectanglç»: elle fi^ p$utêtx§ pai^ç^laiii^^Q^e 
par la détexpiiiiationdeB'trQi&.'qiu^tité^ ^€Qri6tjM9itf»./yi^ ^ 
et r, dont leideiut premi^ps Jxfii* . ki positif?!^» c»fitB^, 
et la troisième représente le r^aji^û^, JI suilrdf jèil^^\f49;t 
trois conditions pour déterminer la position et la gran** 
deur d'un cercle; et c'est aussi ce qu'on a yù aanV^les 
ElémenflFdfcO^ooftétne. . 

^.qn VOidf^itdéter.aiin:çr> çewjlf flui P?«»fi|^îffiîrQ|p 
jjpi^its dçnt Je^'COordo^n^e3.poi§fttp- . 



XX A ' I t A^ « 



« ^et i? , «< et • tf 'v " " «^' -€*• ig^!;- 

on mettrait ie, «t', a" à la pl^cè de x; et i^/ iè'*, g" à 
oeile^diôy; on formefraîtâfîiisrl'çâ tnyir équations '^ ^ 




qui ne renferment que trois ineon|Lii)is^>jaTai&»9)& glatir. 

Si on retraadie siicee6si(i^einen^I«~{$venyère de la 
deuxième et de la troisième, on aura . en eifaçanl. les 
termes qui se détruisent .. , «. %. ^ 



• •' ■ I. < i * > . . ..j_* -ttj kx>^. , 



ces deux équations ne contenanrp et ^ qu au premier 
degré, font voir cfue 4e CebtMdtt- cercle demandé ne 

^peul fWB^r-gu'we seu^ï^o/jitioAj ^J.g^Wf «ftWJ^^ 
qomme^ o^,ftjiflEf}iiédiate ^ent; ; , .^ , - ^ 

lil n!esti8u8cegtîl)îe que d'une seule" gifaïidbnr': on' ne 

peut <îôpc faille, p/isser par trois ppints qu un ^eiil 'cérclcC. 

Lea résuiuta ,ç|^ k résolution des équâÇôns ci- 
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desMis ^ànt inatiles ^ôui' ce qiiî doit suivrey je ne Ta* 
'<5li€Vefâî poÎDt, mais jë'feïai remarquer ' qu'elle' pbur- 
;raiti ^'abréger ^ar Vt1fët'Aë^k'êyttiétrle de ces équations, 
.(Jtti'mètféniit aisément i-fk bônstmètièn donnée d;ang 

hs'^ÉftoèbBdfe Gébriléttfe/^' ^' "' '^' 

«. , . . , , .. r 1 -j t» < ■ I I >« • • » ' • • ' I - • ' ■ . . I » ) .» 

a5« L'équation générale du cerqle 

' À. 

Sie Àinspiafe depïijâî<^î*s iïia"riîères/qai'mëritëpf 'd'être 
remarquées, parce 'que i es formes qu'elle ^réhd alors 
sont employée&iréquemmentdans ranalyae. 

, $i rpn y fait p=Q, g =o , on retombe sur .x*-fry*=r** 

Pour pjacecl origine, des coordonnées sur la circonfa^ 
rence du cercle, il suffit de faire p* + 9*=r*, puisque 

V P*"H::^* exprimant alorfja distanjcedu cenjft-e a 1,0- 
rigine*, il s^edsuk qàè'cêrte distance est égale aii* rayon : 
l'équation du cef clé se réduit dans ce cas'i à cause da 
•cdle qn'x)ii>yîantids*posani cà • - . 1 > . ; i • 1 > ; . > ; . i. > ^ 



, r^ ■ I ... 

Enfin 61 1 pouf plus de simplicité^ on prenait Tori;- 

gîne à l'extrémité Z/ du diamètre , le centre se trouvant 

,idors;su]^. l^axë -déà abselsàes , son <>râonb^ ^deviendrait 

; mille', È0et-àbB&B{èp «efa^gale ai^rayo^ r, ' et4^éqi^a- 

tipn ci^desQus se changerait en 

- ■ '•-•"' ,'-• ^ j»?^ -r:;û5ç:-f.y» -= o, • ; . .|. 

^ Cettéi^eiiiîirè'(rtlaf*ptfe^ière, x^'^y^r^;Bb'n'ttélUs 
» des équations du cercle dc^nt on ifait' le '{Aiis Mqueiit 
usage. ' - . . ,-_. -^- -.:: -. . „^ 

gS. Ce qui précède étant bien compris , tontes les 
questions que l'on peut proposer sur la li^ne droite et 
sur le cercle, se ramènent facilement à Talgébre, sans 
qu'il soit besoin de reconrif à d'autfeffptoprifétés^des 



9 
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Egares, qu'à la relation qui existe entrelea trois côf és.d^nn 
triangle rectangle (*). ' Soit, pour .prçaueir,,«zeniple , 
Cette question : 



•y \ \ »,» 



Deux lignes droites, AE et DE, fig. 4^ > étartt'don^Ti^. 41. 
nées par les angies^u^ elles fojiLaVec une±BOtsième AB, et 
par la partie AD qu'elles interceptent sur cette troisième,^ 
trouver sur une ligne ACi, perpendicutdîre a AB,. uit 
point G, par lequel , menant une droite GK , parallèle à 
AB, la partie HK, comprise entjre AE-e^ DE,5oû d'une 
grandeur donnée. ' 

• » • ♦ ♦ r ' . • 

' Poar'formçr les équations des droites ÀE et £Z), je 
nommfi a et^ les tangentes.dës'angles jË'^P et EDA, 
Qu'elles font respectivement' avec la droite AB} je 
prends celle-ci pour T^xe des abscisses dont )e place 
l'origine au point ^^-f ainsi -que celle des ordonnées 
y que je conçois parallèles à AC; et je, fais;^Z>^=2z«. 
La première droite aura pour équation^ =:ax, puis-, 
qu'elle passe par le-poiht:?^ ';'iA seconde devant passer 
par le point D , pour lequel on a 



!••.'• / »|^1.«« >.< *4 



>r — o(85) et x^A, 
sera ..i -■- .> 

en observant que^ diminue tandis que x auguaiai^., -et 
que par conséquent a' doit être pris négativement : on 
amra dSoffC ces' deux^ équations : •;•• , iv, r 






a(*yf)antf léft notes qa'it i placée 'à la soît^ de àes. ËlAaiisns ûp 
Géométrie , M. Legendre dëdait cette relation des premières consi^ 
qaences de la saperposition des ttlangles ëgauz, par un moyen très- 
âégant; mais les considÀations qn'il^emploie poar qela sont malhea- 
rensement tVop abstraites ponr pouvoir servir ^. base K.f^r^ Ijvm 
élémentaire, et porter dans Tc^prit cette conviction intime qui 
lésults des notions rsçues^ iauaéÙM^^Okeat pftr les sens. 
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pour ottenîffes points B eil^y ourles àroites qu^éUe» 
rtprésententrettCôntÀht la Iigiië GK , parallèle à j4B ^ 
il suffit d'y faire jr = JIG ; si donc on pose ^G = t. 



on aura 



pren^t la yâléur de x dàos cHacùhe de ces équations ^ 
il viendra ,. . \ 

a a 

• * • • ^ 

Ces expressions sont celles des abscisses j4het jfk^ dont 
la ditferenq^e donne hk ^ ÈK^ à cause dks. parallèles ; 
et désignant par m la grandeur que doit avoir HK^ on 

trouvera . 

^ ■ ■ ■ h f À ^' 

«ea— T t , f 

d'où Ton tîrëk • - - 

« « 

et par concéquent 

" a '^ a. 

Telle est la valeui* de jiG, qui satisfait à la question 
]^op6dfo« 

97. Je suppose qu'au Ij^ii de donner à Ij| lijg^e JZK 
une grandeur connue , on demande qu'elle soit égale à la 
ligne ^G^ ce (^tltï'evlenrà' inscrire un qnairé dans un 
tnangle (6fi)^Dans ce cas» au lie» d'égaler i m Tex— 
preMion d» J5MC>.>il faudr» t'égakr à 1^ ce çii dcalB«ra 

iToù Fdn déduira 

oT+a + û 



^ 
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98. S6i^ etfcofé le pfobUmé stiivW, ^'fà' résolu 
an n* 78 : D'unpoint £ /fig . 33^ placé cotkhtéon iJôiOftà^ Fig. 31^ 
mener une droite de manière que lapartiçDy\ de cette 
droite^, interceptée entre deux lignes guiformenf entre 
elles un on^ droit BÂQ soit Hune grandeur donnée. 

. Si « et ^déaipientl^fi coordonnées do jKnntdopné J? ^ 
jf r- ô ;^«^ a (avr.- «> sera Téqua^îon deila draitç^ Etf^ 
menée par ce point. P9iir obte^itU lQ%^®5?r de D^F^ il 
eniEt de déterminer AIÏ ^\AF^ , c'e^l-à-dire la yalenr 
de^ loTBqaè :a7s:?.Oy et ç^ê.dé xior^ne jrc&Q^ liy«- 
potlièK9 qui Eonmoai^ IcEB Jqpations 

deg quellee on tire 

»... ^* 

et comme ri/ = V3<D^*+ liF*, il eViïttlît* 

I 

posant F^ir = ni , et élevant au quaîrre^poùr fiuré dis- 
— ^*— Jera^caKil vient* . .i 



,.=(i±~)-(.+i,. 



m' 



Cette équation étant' développée et ordonnée 
rapport à la letts» u*; se changera ei\ 

^+"T^ + : ^ ^ +T^ + r* = °' 



•-■xji ' * 



•t monte y comme on voit> au quatrième de^é^ mais si 
l'on fait ^=«i cr'ëètrà-dire.^sironpffSnAlepoint JS: à ^ 
égale distance des deux axes ÀC et AB'y elle devient 
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et rentre dans L'égu^tiopXS) du n^yS > lorsqu'on chance 



«' «lens et flc ciA a» 



1 , » ' I ■* • 



3g. Je fais n^aiiitenant Tapplication des formules que 

j*ai trouvées jpour la ligne droite; à la rechercbe dès 

principales propriétés du triangle; Je prends à èet efFéf 

Fig. 4a. deux points Jlf et il/',^g. 4^ , formant^ av«crérigineS/, 

un triangle ({lielôônque ; ja^ désigne )es coordonnées du 






premier |>oint par ^* fi» 

celles dû second par. . . . . .«e', jî' i . • : ... - 

tes distances AU, AM^^ MM\ qui forment les côtés de 
ce triangle, seront, d'après te numéro 8S, e^rim'éet 
respectil(^mentpar - , 

Si l'on fait ^Afcr: c, ^itf' =* c''^MM'^ c\ on aura 
ces équations : . > ., . 

et si on retranche la dernière de* la sotnme'des deviQ 
premières, il viendra 

~"ri* ..« ,> - .;- . • ... ..V 

Les équations ded*~ lignes AM et AM! seront^' 

>. t i/^j'i ojvj , v/.. j^ '3l^ cs^:::; xjjj . ' ) : rn:-"?«*»v** 
le cosinus de Tangler q^u*ellej3,formçAt entre elles aura 
pour expréfflion'îCgS), . 






,* 



À t'A GÉOMÉTRIE. 1^ 



v/0+?.)(^+S) 



ICo faisant le rayon r=^ i > comme celui des tables des 
èiqu»^ et substituant i la fdace dès quantités «.^ -f- j6*; 

*'*-H/S'S i^'+i^r, leurs valeurs c*, c'*, g'+c^* — c"' ^ 

il Tiendra 

cos MAdf = / .. ■> 



aec 



♦ » V 



équation qui donne une relation entre les trois côtés du 
Iriangle MJlÂf et Tun de ses angles. SI l'on fiait attend 
tioD que l'aoglé ilLMf^est opposé 9axsùXé MM' =:c^> 
on sera convaincu qu'an doit avoir pour lesangles AMM' 
jfMMy respectWement opposés^ aux côtés AM == c'] 
.3!àfti=îc; les- équations . - 



■ 



coaAMM'zrz *-7; . 

^ -1 CQ%AM'M=^ — ^ „ . ' . .. ' 

" »-'' » '1 '. '• '. i . »> w^ , . "-ace f > . • •« . ,' • . 

*;^ij désignant 4onç!pjr^>^ y^>[y » li^saiîgles MAlif^ 
^MM'^y AÉfM,''on obtieijdrâ les trois' équations^ sui- 
vantes : 

c* + c'« «-.<»rc«' cosy,r±ro'* -l ';(A). 
c'a -f, c*» ^i-.,flc?*c' cos y :2= t* j V 



^ . Sî.rQnj^pute ensexnblela première et la seconde de ces 
équations, puis la première et la*troisième ^ puis la se- 
'oôi^dé et'ktirftisième, onobtieiidFa'tEOÎsi résultats qni 
'devieiiobroait Impectivcmenl; divisiUes piurrac, 9(/^ sa^« 
lorsqu'on aura eiFacé les tei^me»^ daiqnum aux deai^E 



- «> . , J 
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membres de chacun y et qui donnerout ainsi 

c -«^^icos^* — c" cos y = 6 
c"^^^*:éôsiy^*+-^cos7/ 5c 

. Il est ben d^obwrrwr que ce« éqwartioa» s'obtiewiçnt 
immé<fiateuliëiit en «baisiaal sntcessiTemBBl de chaque 
aâgle du triaûïle ,. une perpendiculaire sur le côté op- 
1)086, et caîculailt ïeà segmens de ce cÔtél 
Fig. ï4. On a dansla Çgure i4 

. AC = 4D,+ CD = AB cos A + BC cos C. 

Fusant ACz^oi AB^e\ BCzit ti% «t oDirterraot 

Jè8^ili[Aù)uitiona:àé&aogles , ihtiiMlf^ 

c =î i cos>'*+ c" cosy bu c— c^ dô«y— c* dos>'=5d. 
On parviendrait de même auxàc^usi^ufa-f S:ifuationsC^. 

loo. Quoiqifëxïes- épations soient au nombre de trois, 
elles ne peuvent cëpêBjdant faire connaître les côtés lors- 
que les trois angles *ont donnés^ car si on cherchait 
les valeurs de*c , c\^^, ^u moyftûiîëô^éipfessions géné- 
rales des inconnues, dëteii^miaées par trojs équations du 
pVemiet âégf4\ Où ttàîjiVefait d/ » «^^tr^é que le terme 
(iëûdsi daaiiMe'^ îi&is fcêimirmes'é Se changent 

en ^ , 

(vappinrtidcsxàtéa Jdnîtnangjk propose.; ^il «este ^ pta« 
iïifè equatîmde eobâîtiéfa^ qa?on obkiaat fft>tiiniiiafit 
JU«t^f4 Getker'éipiaidoiDest :•»>!'. t.-><"'« 
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et son premier membre est précisément le dénominateur 
commwi des valeurs des inconnues c, c\ <f^ déduites 
des expressions géaérale9 citées ^lus Jiaut. En égalant 
cette quantité à zéro, les ^akiMrs dès côtés c, c\ ç% 
deviennent | ^ et les côtés demeureot par conséquent 
indéterminés, comme le prouTekk^t-ansFoimation opé- 
rée sur les équations (B). 

L'équation de condition que 1*09 vient d'indiquer 
renferme la relation que doivent avoir entre eux le» 
trois angles y^ y' et ^^ pour que* leur somme soit 
égale à deux droits, ainsi que J*exige la nature du 
trUmgle rectiligue. Pour e'en ii3sur.er, il %^\x%, i Tai^ 
des valeurs d^.sin,(/7it,ç), co8(/?i:çr) (ii), dévelop- 
per réquatio,» cDs (2^ — y''— jt'),;;?qof^j^ : 09 X^ove^ 
vera d'^ord 

— cos(>' + y') paçosj., 

en observant que. ûn^f = o , et que cos9^.= -^ 1 ; .puis 
il viendra 

— cos y*' xo^y' -4- sin^* sin y' ^ cosj^^ . 
d'où 

cos y -f- cos y" cos y' = sin y* sin y\ 

(co8y+co8y''co8y)*=siny''*8iny''*=:(i-^08y"*)(i-co8y'»), 

et après les réductions, on retombera sur Véquation 
ci-dessus . 

Il est à propos d&-cettMirquer qtw les équations (A) 
sont, par rapport a^x triangles rectilignes, ce que les 
équations (B) du numéro 47'Sont à Tégard des triangles 
spliériques , et conduiraient , par de simples transforma- 
tions, aux formules de la résolution des premiers 
triangles. 

' ,lGri;iPôui» avoft'^r^^'du'triaD^llfi^itf'^j/^. ifl, ilFig. 42. 
«fiiadra , âti f»6iiit tif ^ abaisser une 'perpendiciiliiire ^^ 
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sur le côté MM' i^, passant par lea points M et 
M^, dont les coordonnées sont respectivement « et /8^ 
*' et iS', a pour équation (88) 



/ . ^ "T" ■ ' / ' '" • 



en y = '/ '" X H ^^ — 



En comparant cette dernièriâ équation ayec la formule 

y = ax + A , on trouvera 

< ' . ' .• • • > .^ - * • '. , . . , 

mais en obséfvà^t que dahs le Hu'méro 93 les lettre! 
<ê et fi désignent les coordonnées du point d'où part là 
perpendiculaire, coordonnées qui sont nulles dans lé cas 
actuel^ puisque ce point est lorigine, l'expression de U 
perpendiculaire, se réduit à ' 

, __— & _ a' fi — fi'tt 



y 1 + û- j/(*' _ ^y + (/3' _ fiy ■ 

et mettant c" au lieu de \/(ù' t^ tty + Cô' — /8)% il 
viendra '=•.-'/ . ._ 

- ■ .AD— "■ „'* . ' 

Avec cette valeur, onaurapour 1 aire du triangle ifcT/rf^/^^ 

MMfy(AD: _^A^—A'fi. _ , . 



2 ' â 



••"^ . 



N. 



r 

expression bien remarquable, en ce qu'ejle donne Taire 
,de tous les triangle^ qui ont leur sommet au point Jf, au 
moyen des coordonnées des sommets Hés angles adjàcen^ 
à leur base. • . - *' 

On peut; la changfer en «ne auCr0{q\il;9€( dép«n<J^ que 
des côtés. Pour çeja, jl faut multipJieri.eytrB elle^c.ti» 
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deux équations ^ ', ' - 

a*4- iS*_= c^," «'» 4. ^^ =s c'*, 
et retraocber du produit le quarré de 

<«*' + #/5':?= — ' ■ ; il viendra - ^ 






#y^itV^ aa^^^ sa cV^ -^ ^^ T , ■ -^ : 

4 

prenant les racines quarrées ^ et réduisant tous les termies 

du Biscuiid membre au mêm^dénominateùt^j on trouvera 

« » •»'* • - ■ -, , '* 

a^' — ifc'^ = i \/4d'c"' _ (c» + c'* — ç"*)%- ^ 
et l'aire du f riangle iftf^il/ aura pour expression 

\ y4d^c'^— (c^ + c'* i- o% 
"^ ' àonit iedèveloppement s'accorde avec^te résultat dan^&4* 

loa.. Si l'on conçoit; n^inten^nt un quatrième point 
M*,, dont les coordonnées soient 'et*, '/8^V ^t^ que Ton 
représente par cf, d'^ d*, lés 'àiètSLtxtéB''A'M\' MM'' 
'^aTA/^'onaura'^ •.-.-/, -.: .: • -,/. 

' En dévelop^antcès éqaatibns , «t substitoant dan» ks 
deux dernières, à'ia ptac* des quantités rtM-/8S «t'H^S 
a»» + fP*, leurs valenrs c*, c'" et d* «n «btiendra . • ^ 

si^ pour abréger, on faat ' . ^ 

on aura . . ,. 

Prenant dans cet équatiohsia Yalètfr de a* et celle de l^. 
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1^ ÀPPL.i^ÇAîlO^ DE .L*At6ÊiRE 
cpiisont 

pourles mettre dans «"^+ fi^~.^% f^ Ayant égard ans 
équations k* +^=o», <c'» + /flt'*^ c'*, on trouvera 

!Remplaçant ensuite les quantités ûut'^fiff et Afif^^ Jfi , 

par leurs valeurs 

•*•■-• . -. . 

obtenues ci-dessus, et remettant 

. .pour<2^^^<{^»xeliteuéquation ne rs^f^rm^rapl^s que let 
aix distances 

'^jff,^ JM% MM\ . ^i^/^ w^r, p^, ' 

n^x forçait , les .quatre, c^tés et tes deu;x diagp^aïiss dfl 
quadrilatère >fiiOf'-W. Quani les qi^atre ç$tés de ce 
quadrilatère .«tVune de 8ÇS diagQnales seront connus, 
on pourra trouver rautrevdjagôn^le. 

io3. Si Ton vou(ait-t}étcrnïin^r le^int 3f par les 
€Oii£tion&:i]pifi les. tncHs dist^ng^s jm\ ;^^.\ iM'iJIf % 
, ibisent ^gajea^ «e:p<»nt wyajjt alprfi:lft IWï^« j^M <^de 
circonscrit au triangle. proposiP ,. «t i l*pn. aurait. 

ce qui don^çait 

réquatioriCCJ ^viendrait •- 
et se.t^doiiaità:. ^ \ ' 
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«n mettant pour c^' -h A3^ sa valeur, et en observant 
fjue si on désigne par S la snr£ace du trian|;le AMM\ 

«gale à—' — ^ (ioi)> ^^ aiira- 

(«j8'— *^^)» == 45*. . .. , . 

On tire de là 

- cdc* 

«xpression trè»-simple au rayon ju cercle circonscrit au 

triangle proposé; et en écrivant-^ et — aU' lîeu de* d^ 

etd^ , dans les valeurs de et" et de fi", on a Up coor- 
données du centre de ce cercle. 

104. Il ne sera pas plus diMdile dé trouver lès coor- 
données du centre du cerclé inscrit ', et le rayon dé ce 
cercle. Dans ce cas^le point M'^^Jlg, 43, se trouve aii-Fig.4^. 
dedans du triangle , et dans tiùé situation telle , que lei 
perpendiculaires abaissées de ce t)oint supr chacun dés 
côtés ^^, AM^, Afjftf', Sôrit égalés entre elles. l*ouf 
exprimer analytiquementlcette circonstance, ilsumtds 
former les équations des trois lignes ci-dessus ^ et d'en 
déduire / par la. formule du n^ 88 , les longueurs 
des perpendiculaires menées du point iiff , 'dont léSr coor- 
données sont et et fi. Or ces équation8\Son,t respecti- 
vement 

3^ = V-^^+ . (88); 

*f a'-^a et — et ^ ^ ' 

les perpendiculaires abaissées sur chacune d'elles auront 
pour expression 

Trigonométrie. 6* édition. la 
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ufjS APPLICATION DE L'àLGÉBRE 

(«"— «) jS* — «y ~|8) »»4.^ — tf*|8 
et pourront s'écrire ainst : 

I II ^ .MMi— — — »— ~ • 



c^ 



en mettant ponr les radicaux leurs Talewr» c, c^ c'\ 

Simaiqtenant on ae rappelle que la formule qi^i donne 
la perpendiculaire abaissée d*ûn point sur une ligiie , a 
été obtenue par une eSitraction de racine quarrée, et 
qu'ejle est par conséquent susceptible 4*êtrepri8epositi- 
yement on négativement y on en conclura que.cbacun'» 
des expressions ci-dessus a deux valeurs.Pour n'employer 
que celles qui sont positives^ il faut observer que, d'après 
la figure y la ligne ^If' s'écartant plus de Taxe des 
abscisses AB que la ligne AM^ et le point M" étant 
compris entre la première et la dernière ^ on doit avoir 

on > ce qui est la même chose , 

d'où il suit que, pour donner une valeur positive, l'ex- 
pression de la seconde perpendiculaire doit être prise 
avec des signes contraires à ceux qu'elle a ci-dessus. 

De plus le point M" se trouvant au-dessous de la droite 
ilfJIff dont J'équction est 

il faut que 
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p <,-7 «* -r — 7 

et •*"• £C ce •■■■- fit ^ 

ou que ^'' < —— , *'-f. -f -r- ; 

»•— "fit 4C — • ou 

ce i^i ddflûe - 
ou bien 

condition d*aprèfr' laquelle l'expression de la troisième 
perpeodiculaire est positive. 

Si d'après ces considérations , on fait 

c . c • . 

_ (ct/g^^ «"^3) — ( aT— itT)+ («r— tf'*) ,, 

et que Von ajoute les produits èc , e'c', e^c" , il "viendra 
par lés réductions , ' 



X * 



Cette équation "^st facile à ; vérifier ^ car le^ produits 
ec, c'c', eV, expriment les fiiref des triangles '.Wfil//' AT , 
^M"M^fMÂf'M\ multipliées p^r a ^ la somme de ces 
aires est égale à celle du triang^le total AMM\ ^\m 
a désignée par S , eton a ^ 

IfOr^qp^ e ;;;?£' == «"» o» obtùot «urrle-fchamp - 
et quand c=:c' = c*^ il vient 



-• «•' 



c+V+e' = — . 

lia première de ces expre^ôions e^ celle du rayoOr da 

10. . 



il 

w 

■ 

i-.. 
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cercle inscrit; et la seconde fait voir que si d'un point 
quelconque pris dans l'intérieur d'un triangle équi^ 
^latéral, on abaisse une perpendiculaire sur chacun des 
cotés de ce triangle , la somme de ces trois lignes sera 
égaie à sa hauteur y puisqu*en prenant le côté c.pour 
base , et nommant h la hauteur , on a «S = j^ cA > ce 
qui donne c -f- e' 4"^' = ^• 

On pourrait encore tirer un grand nombre de consé- 
quences delà théorie que je viens d'exposer; maiscequi 
précède suDit pour cet ouyrage ; et j'observerai qu'il 
existe pour les polygones rectilignes quelconques des 
équations analogues aux équations (A) et (B) du nu- 
méro 99 , qui s'obtiennent de la même manière , et qui 
conduiraient aux propriétés de ces polygones^ comme 
celles-ci mènent aux propriétés du triangle. M. Lagrange 
a donné, sur les pyramides, un Mémoire auquel ceci peut 
servir de préliminaire, et qu'on étendrait aux polyèdres 
en faisant usage des formules rapportées dans le cin- 
quième chapitre du premier volume de mon Traité du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral Ç^. 

io5. La combinaison de l'équation delà circonférence 
du cercle avec celle de la ligne droite , conduit aux 
diverses propriétés qui résulteht de ta rencontre dé ces 
lignes, et donne la solution de toutes les questions dans 
lesquelles l'inconnue ne passe pas le second degré. 

Soient x* + ^* t=;^', j^ — jg = a (^ — a) , ces deux 
équations ; lesemployet^àla détermination dé ô? et dey, 
ou les considérer comme renfermant les mêmes incon- 
nues y c'est supposer que les points auxquels appar- 

(*) Voyez aussi la Polygonométrie de THuilier , ta Polfearo* 
métrie insëree dans U: premier vokiin« 4es Mémo ires présentes 
à V Institut t par des Sawans étrangers ; la Géométrie de post- 
tion de Camot , son Mémoire sur la relation qni exista entrt 
ita distances de einq points quelconques pris dans P espace. 
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tiennent les coordonnées Xjjy sont situées en mêttie temps 
sur la circonférence du cercle et sur la ligne droite pro- 
posée , c'est-à-dire, sont les intersections de ces lignes: 
et en général , il est évident que pour trouver les points 
de rencontre de deux lignes quelconques , il sufEt de 
supposer que leurs équations ne contiennent que les 
mêmes inconnues. 

En chassant d* abord y^ par le moyen de sa valeur 
prise dans la seconde équation , on trouvera 

Cette équation du second degré, étant développée, don- 
nera deux valeurs pour Xy parce qu'en elFet la ligne 
droite doit rencontrer en général le cercle en deux points; 
mais on peut arriver à des résult£(ts plus simples /en 
prenant pour inconnue la distance du point dont les 
coordonnées sont ot et jSj à l*un des points d'intersection 
de la dfpite et du cercle. Si on désigne cette distance 
par 2^ , on aura (88) , 

d*où Ton tirera 

** = (^ — «y + (j^— ^^5 

«t mettant pourj^ — jS sa valeur a ( x — «t) , il viendra 

d'où Ton déduira 

oc — c6= ^ , y — /3 = 



ce qui donnera 

■ 



Substituant ces dernières valeurs dans Téquation 
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**+J'*=r», on la changera en cette autre : 

qui se réduit à 

et qui fera d*abord connaître z , et ensuite x €ty,9n 
moyen des expressions précédentes, 
rig. 44. Il est visible que si le point E,Jig. 44 > est celui doDt 
les coordonnées sont etet 0, que MNM! et EM soient 
le cercle et la droite proposée , a exprimera la tangente 
de Fangle EeB , et les deux yaleurs de z appartiendront 
aux droites EM et EM". 

106. Onsait^ par la théorie des équations, que le der- 
nier terme est le produit de toutes les racines ; si donc 
on nomme z' et z*^ celles de l'équation ci-dessus^ on aura 

a'z" = A* + i8» — r*, 

expression qui , ne dépendant point de la quantité a , 
demeurera la même quelle que soit cette quantité, 
c'est-à-dire , quel que soit Tangle EeB dont elle est la 
tangente ; et comme z^ et z'* représentent les deux lignes 
EMet EM' , il suit de là que le produit EMX EM'est 
le même pour tontes les Kgnes menée» par le point E , 
ou^ que si Ton tire une seconde sécante Ett/ , on aura 

EM X EM'= Em X Em\ 

d'où îl résulte que les sécantes JEM' et £m' sont réci- 
"proquement proportionnelles à leurs partiw.extérieurc» 
EM et Eniy ainsi qu'on le prouve dans lesElémens. 
Lorsque le point E est en dehors du cercle ^^n a 

• • • 

puisque a*4-i8» exprime le quarré de la distance du 
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point E au centre ji ; mais quand ce point est intérieur 
au cercle, comme le montre la figure 45, ^ et£''Figl4^* 
Bont de signes différens , parce que le demier terme 
*' + iS* — r» devient négatif à cause de «e* + i8« < r*. 
D'ailleurs le produit JSAf X -EM' demeure indépen- 
dant de l'inclinaison de la ligne Mllf, par rapport à ^.^ ; 
et en menant par le point E tme seconde corde mmf, on 
a encore 

EMxEM' = EmX^Em', 

d*où il résulte, comme on le prouve dans les Élémens, 
que les cordes d*un même cercle se coupent en raisoif 
réciproque ^ et l'on voit que ce théorème et le précédent 
n'en font, à proprement parler, qu'un seul, puisqu'ils 
se déduisent de la même équation. 

En tirant de l'équation 

yi+a* 
la valeur de z , on troore 



V/ 1 + a» 

telles sont les expressions des lignes EM et EM\ 

Elles peuvent être simplifiées en changeant les coor- 
données ^ de manière que les abscisses a: et « soient 
prises sur la droite ^£^,^g. 44 > qui joint le point iîFig.44. 
avec le centre A du cercle proposé, en partant toujours 
da ce point, et que les ordonnées^ soient perpen- 
diculaires à cette droite : on aura alors 
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V/ 1 4-a' 

l'équation au cercle ne changera point , mais celle de la 
droite EM deviendra 

107. En supposant que le point £ soit extérleur,aii 
cercle, on obtient 

• MM^EM-EM=^ ^''^l±f}r^; 

mais il est visible que cette li^ne diminue à mesure que 
la ligne EM^ tournant autour du point £ , tend à sortir 
du cercle , et que les point ilf et M^ finissent par coïn- 
cider en iV, lorsque cette ligne n'a plus avec le cercle 
qu'un simple contact ; à ce point, on a donc MM' = o , 
et par conséquent 

r 



•^•^■i— ■• 



Yoilà l'expression de la tangente trigonométrique 
de Tangle que doit faire avec lalkne jéE, une ligne J^iV, 
menée par le point E , de manre à toucher le cercle ; 
et par conséquent la solution algébrique de ce pro- 
blème : Mener par un point pris hors du cercle , une 
tangente à ce cercle^ 

108. Les mêmes considérations serviront aussi a 
déterminer la tangente menée par un point pris sur U 
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circonférence du cercle; et pour plus de généralité , 
je placerai ce point d'une manière quelconque. En 
désignant toujours par a et jS ses coordonnées ^ on 
aura par l'équation du cercle, à laquelle ces quantités 
doiyent satisfaire , 

«* + i8»=r*, * 

ce qui réduira Téquation 



z" 






/ ■ ' 

et dans cet état elle se décompose en 

ses deux racines seront donb 

et la différence de ces valeurs , ou la longueur tte la 
partie de la sécante comprise dans le cercle , sera 

Pour que cette quantité s'évanouisse^ il faudra qu*on ait 

«t + i8a = o, ou cr:= — g, 

résultat qui s'accorde avec ce qu'on démontre dans les 
Élémens^ caria droite menée par le centre du cercle et 

par le point dont les coordonnées sont et et & , ou le 

fi 
rayon ^2V, aurait pour équation jr=:-x (87); Téqua- 
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tiojry—- iSss= a (x-*- et) devenant, par la Takar de a 

trouvée ci-des8us,jr_i3=:— -j (a:— tf), représentera 

la droite perpendiculaire à ce rayon , et passant par le 
point dont les coordonnées sont * et i8,,c est-à-dife par 
son^jctrémité N{c^6). 

Si Ton voulait connaître la distance dcrorigine A des 
coordonnées , au point où la tangente NT rencontre 
Taxe des abscisses , il faudrait, dans réqoationde cette 
tangente , faire j^ == o ^ ce qui donnerait 

-^=^-(x-«) et x:^—^ -. 

à cause de «t* -f j3» ?= r*. 

109. On peut , par ce qui précède , résoudre la 
question suivante : Trouver la position que ^it avoir la 
ligne Eyi, menée par le point donné E, pour que la 
partie MM' de cette ligne , comprise dans le cercle , soit 
iune grandeur donnée m. Afin de parvenir à des 
expressions plus simples , je prendrai , comme à la 
fin du numéro 106 , la ligne AE pour axe des abscisses, 
et en€galant à m la différence des valeurs de z, obtenues 
dans le numéro 107 , j'aurai 

m == — * y r 

faisant disparaître les radicaux > il viendra 

m» (1 + a*) =4r* ( i + a") — 4^*** ; 
d'où je tirerai .^ 

substituant cette valeur dansj' =;= a (x— «), j'obtien- 
drai réquàtionde la droite cherchée* 
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Ce n'est encore là que la- solution analytique du 
problême qui m'occupe ^ ii faut maintenant construire 
l'expression ci-dessus. Pour y parvenir , on observera 

d'abord que le numérateur \^4^ — m* exprime lé 
côté d'un triangle rectangle dontflrestl'hypotbénuse, et 
mie troisième cèté. On donnera ensuite au dénomina- 
teur i/4a*— 4r*+l^* la forme ï/4rt*— C4r^— m*) , 

équivalente à v/4** — ( ^4^ — "^0* «* V^^ ^^^^ ^^*^ 
que ce dénominateur est aussi le côté d'un triangle rec- 
tangle ayant pour hypothénuse a*, et pour troisième 

côté le radical ^^4^^ — m", ouïe numérateur dont je 
viens d'indiquer la construction. 

£n désignant par q et par p les deux* lignes qu'on 
obtiendra par qes opérations ^ j'ai 

l'équation y=za{x — et) devient 

et il en résulte que si l'on prend sur j4E, à partir du 
point J?y une distance EFz=:^fr, et que par l'autrje extré- 
mité de cette distance , on élève^ une perpendiculaire 
FG =2^ , la droite qui joindra l'extrémité de cette per- 
pendiculaire avec le point JS ^ jouira de la. propriété 
.comprise dans l'énoncé de la question, puisque l'angle 

n FC 

FEG aura pourtangente trigonométrique a = - = -rr^ 

1 lo. Il doit être évident, d'après ce qui précède, que 
les questions de géométrie peuvent être traitées par deux 
méthodes bien distinctes : Tune consiste à déterminer les 
équations des lignes qui contiennent les points cherchés, 
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en partant des propriétés de ces lignes; et Vautre , à dé« 
duire immédiatement de la considération des triangles 
semblables et des triangles rectangles que présente la 
figure résultante du problème supposé résolu , en s* ai- 
dant même de quelques constructions préparatoires^ les 
relations des droites qui déterminent la position de ces 
points. 

La pr,emière de ces méthodes, quelquefois plus élé» 
gante que la seconde , est toujours ptus générale; mais 
la seconde est souvent plus simple ; et cela doit être» 
puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut, 
etqu*on part de propriétés plus voisines de celles qu'on 
cherche à découvrir (*). 

111. L'équation du premier degré n*à donné qu'une 
seule espèce de lignes, savoir la ligne droite ; l'équation 
du cercle s'est trouvée du second degré ; mais cette 
équation , obtenue dans le numéro 94 sous la forme 
la plus générale , n'est encore qu'un cas particulier de 
ce même degré , dont la formule est 

jiy+Bxy+Cjd^ + PyJ^Ex = F (1) : 

il reste donc à découvrir les courbes qui répondent aux 
autres cas de cette formule. J'observerai d'abord qii'oB 
peut , sans en diminuer la généralité , l'écrire ainsi 1 

. , B , C ^ , D , E F 



(♦) J'ai tracé la marche féconde et uniforme de la première deccf 
méthodes dans la Préface de mon Traité du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral; et les lecteurs qui voudront en connaître pias 
particulièrement l'application, trouveront de quoi satisfaire leur goût 
dans la a* édition du Recueil des diverses propositions degéomé^ 
trie, etc. publié par M. Poissant, savant très-recommandaUe » 
maintenant attaché an corps des logéaieurs-Gcographes» 
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et faisant pour abréger 

B ■ C D . E F ^ 

il en résultera 

r , 

'^ -|- Aay + ex* + cîy 4" *^ =/^ 

LiC moyen qui s'offre le premier pour déterminer les 
circonstances du cours des courbes cherchées , c'est 
d'examiner la marche des valeurs de l'ordonnée , par 
rapport à celles que Ton peut assigner aux abscisses , 
et pour cela de résoudre Téquation ci-dessus , par rap- 
port à y. En opérant ainsi,* on trouve 

=— i(&j7+d)±:| y/Aif— ex — co:») -f- {bx + dy. 



Développant la quantité qui est sous le radical , et l'or* 
donnant par rapport à x , il viepdra 

r 



Faisant pour abréger 

4f+d* = p, ae — bdz=zn, ^c — i*=m, 

on aura . 

fraî+«I_. l/p — a?wt— 771X* 

On voit d'abord. que la valeur de j^ est composée de 

• bçc -4" 4 
deux parties , dont Tune , exprimée par , est i 

l'ordonnée d'une ligne droke ayant pour- équation 
y= — -*-6^ — 4 d j <jui se construit en prenant surFig* 4^ 
l'axe ACy au-dessous de jéB , Jlg. 46, tJîie partie 
jW:=i d, et menant par le point Dune droite DE, faî-^ 
eant du côté des x négatifs un angle DE A /dànt la tan* 
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gente soit égale àib (87) ; ensbrte que AP étant x , 

bx "^ d 
PNsersi — . Il est évident mainten^int que pour 

avoir les points qui appartiennent a la courbe cherchée, 
il faut porter dans la direction de^PiV, tant au - dessus 
qu'au-dessous de la droite DE, des parties JVM et NM 
égales à 

ï ]/p — 2nx — mx* , 
puisqu'on aura par ce moyen , 

• PM=—l(Px + d) + i )^p—iinx—7nx*, 
PM'=—i(bx+d) + '^ \/p^anx^.mx^- 

La droite DE jouit ainsi de la propriété remarqui^e 
de partager en deux parties égales les lignes menées pa- 
rallèlement à .<^, entre deux points de la courbe cher- 
chée , et c'est pour cela qu'on lui a donné le nom dé 
diamètre; mais il y a cette différence entre la ligne DE 
et les diamètres du cercle, que ceux-ci rencontrent à 
angle droit toutes les lignes qu'ils divisent en deux parties 
égales ,. tandis que la première le fait obliquement :e&- 
pendant on verra bientôt que ces deux circonstances 
dérivent d'une* laérae loi. 

112. L'équation ci- dessus se simplifierait beaucoup 
en prenant pour ordonnées les droites NM et NM\ 
' c'est-à-dirB eh faisant 

, . bx + d 

Vï-r- "-r* z:ss.t :.■ < , i / 

il viendra alors , •. 

■ • î 

.mais les abscisses AP ne seraient plus comptée» sur là 
ligne de laquelle partent les ordonnées. Pour les rarae- , 
»er à cet état , il faut les prendre sur le diamètre DjÊ : 
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o'«8t èe qu'on effectuera en posant DlV:=^s ; et en db- 
servant que si Ton tire Z>G parallèle à uiB, on aura 

DG = DN ces D == ^ cos D, 

L'angle D est le même que l'angle JE , dont.la tangente 
est ^ &| son cosinus est — = — ■ (p.3i); 

et puisque AP = DG , il en résultera 

■r aerzr-.-- — ou x=:zqs,. 

en faisant ^ * pour abréger , 

n 

La valeur de x étant mise dans celle de t , on trouve 

relation qui doit exister entre ^ et t, pu entre les droite! 
Z>2V etMN, pour chaque point de la courbe , et qui est 
par conséquent son équation rapportée aux coordonnées 
DiV et iVikf A Celle-ci, tpioîqUe phs simple que 

j* + bxy + w* + djr,4-. ex :=sf ,. 

est aussi générale, puisque les transformations effec- 
tuées jusqu'ici^ n'ont introduit aucune condition par- 
ticulière. 

L'expression de t étant affectée en général d'un radi- 
cal du second j^egré , ne saurait avoir de valeur réelle 
qu'autant que la quantité p — aqns — mc/^s^ çer^ po- 
sitive. L'examen de cette circonstance présente plusieurs 
cas que je discuterai successivement. 

ii3. Je stippose d'abord^ que la quantité désignée 
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par m dans le n** 1 1 1 , soit positive , et je mets TèZ-^ 
pression p — anqs^^ mq*s^ sous la formé 



^ \mqf* jnq / 

pour n'avoir plus à considérer que celle-ci : 



[P 2»^ _ a 

m^* nu/ ' 

de laquelle on peut faire disparaître lé terme où s n est 
qu'au premier degré , en prenant 

n 
f = u — , ( Elém, d'Alg. 209.) ; 

et après la substitution et la réduction , elle devient 



pm + w* . 

Pour savoir ce qu'est u , il suffit de co.nstniire sa va- 
leur en 5 ; et l'expression 

771^ mcj 

montre que l'origine des u doit être placée en arrière 
de celle des s ^ à une distance OD =^ — ; p'atce 
qu'alors 

DN^ON—OD—w-- — 

mq 

^. Cela fait ^ on a ^ 

et 
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«t on voit que Texpression de t sera réelle ^ tant que 

qu'elle sera nulle quand 

pm^ n* ^ ^ /pm + »* 

m*</* V 7?i*9* ' 

Ces dernières valeurs indiquent donc les intersections 
de la courbe aVec le diamètre DE ; et en les portant 
de chaque côté du point O, à cause de leurs signes^ 
on obtiendra les points / et / placés à égale distance 
du premier. . ' . 

Au-delà de ces points ^ la quantit» 

9 

devenant négative , les ordonnées t seront imaginaires ^ 
la courbe n*aura aucun point correspondant aux abs- 
cisses plus grandes que OI et OT ; elle sera donc 
renfermée dans Tespace . compris entre les lignes IH 

et rHf y menées par les points / et t, parallèlement 

aux ordonnées. . 

* 

m 

114. Les deux valeurs de ^ en u ne différant que par 
leur signe et demeurant les mêmes soit qu'on prenne u 
positif ou négatif, il s'ensuit qu'à l'abscisse QN^=zON, 
répond l'ordonnée N'M" égale à Nllf et placée en sens 
contraire , ensorte que les triangles M'N^O , et HfNO, 
sont égaux , et que par conséquent la droite SfM" est 
partagée en deux parties égales au point G. Cette pro- 
priété dont le point O fouit par rapport à tous les 
points de la courbe, lui a fait donner le nom de centre , 
par analogie avec le centre du cercle ; mais pour les 
Trigonométrie. 6*édition . 1 1 
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autres courbes les rayons ne sont égaux que deux à 
deux, parce que les diamètres sont inégaux. 

11 5. La forme de la courbe que représente l'équit- 
tion entre t et u, se reconnaît aisément par la construc- 
tion de cette équation; et pour l'effectuer» je fais d'aboré 

pm + n* _ .^ . 
il vient 

t —±, \ y/mç» {al^j^u*) ==±: \ ^mq*. l/a'^'-^u*. 

Prenant alors o^ pour le rayon d*un cercle ayant son 
centre au point O , u pour l'abscisse , le facteur 

\/a'* — u"* exprimera l'ordonnée de ce cercle , élevée 
perpendiculairement à OI. A l'égard du facteur 

iV^mq^, il ne doit représenter qu'un rapport, si l'on 
veut avoir égard à Thomogénéité des expressions (71); 

je le désignerai donc par -7 , et j'aurai par conséquent 
-7- Œ f TM* , l/^ = ^/^ l d'où je tirerai 

On voit ainsi que l'ordonnée NM s'obtiendra en 
Gberchant le quatrième terme de la proportion 



a' : V :: v^a'*— «- : t. 

Lorsqu'on aura déterminé la grandeur de t , ou la por- 
tera le long de la ligne MM\ tant au-dessu» qu'au-dei* 
sous de DE » à cause du signe ±:. 

Il est évident que la courbe résultante de cette cons- 
truction sera fermée comme le cercle^ et ne s'étendra 



l'A 



%. 
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qw dans Vésp^t compris dépuis U;:siaf jusqu^à u sa 
-^a', puisqtt*a«-de)à de cevHmîtdSy le radical ou l'or-* 
donnée du eerçle sera imtgiaairdi 

La plus grande valeur que puisse avoir Tordoniiée^y 
est visiblement celle qui répond au point O , pour lequel 
u =: o j on a dans ce iMii 

prenant donc les droites OL et OV égales à i^ , les 
points L et V seront les limites de la courbe dans le 
sens de sesr ordonnées y comme les points / et i' le 
•ont dans celui des abscisses. 

* 1 iS. Il est important de remarquer que si la qaaaiité 

représentée par d^ était négative, le racUcal ^é^'^^nt 
demeurerait toujours imaginaire, et Téquation proposé» 
ne saurait exprimer alors aucux^ ligne. En remontant à 

la valeur de a'*, qui est 2 — ?r— > Où verra qu'elle serait 

négative si pétait affecté du signe— -^ et qu'e» eât fg^ 

même temps pm ^ n'. 

Quand dans ce cas jrni == n% il vient (i i5) i/ =5 o» 

y 

y=o;mai8ona tpojours^sB^^mç*, et-par «m^ 

séquent 

équation à laquelle on satisfait en posant t =:ro , u = o : 

on pent donc direque la courbe se réduit alors ^ smk 

point O y où t = o^ u= o, et que ce ppiqt est la limite 

vers laquelle tendent , à mesure que les diamètife^^ it 

ttULI diminuent y le» courbes dortnées par Téquation 

ci--des8us. 

11.. 
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En élevant au quarré les deux membres de Féquation 

elle se change en 

et en 4^1*^^ m*qhi* — pm^^n^ = o. 

Lorsque p est négatif , elle devient 

4mt* '^m^q^u* +P'» — '** = o; 

et quand prn^n^, son premier membre étant la somme 
des trois quantités essentiellement positives , puisqu'on 
suppose que m est aussi positive, il ne peut devenir nul 
que dans le cas où Ton aurait séparément les trois 
équations 

4jn^ = o, m*9*tt*=o, pm — n* = o. 

On peut satisfaire aux deux premières en faisant ^=0, 
tt = b ; mais la dernière exprime une condition sans . 
laquelle la proposée est tout-à-fait absurde. 

* 117, Je suppose àprésest que m soit négative; la 
quantité p — a/içi — mç V deviendra 

on fera disparaître le term*e J , en -prenant 

f.;;=uH ; et la quantité — ^ qui représente DO , 

inq mq . 

^H^il'fiS' 47j^y*°t îci le signe +, se portera sur la partie Or, 
affectée aux abscisses positives. Onauraainsile^centreOy* 
et l'équation proposée deviendra 
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posant £—p-—=:d:a'% selon que la quantitépn^— n* 
aéra positive ou négative , et faisant toujours ^ 7119'= -7^, 

CL 

on obtiendra 

/ . • • 

Cette équation paraît renfermer deux cas distincts :> 
elle. n* en contient cependant qu'un seul; c^csi on élève 
ses deux membres au quarré "> on en déduira 

d'où aW*— y*u»=a'*y% 

' - • . « 

équations qui ne diffèrent l'une de l'autre que parce 
que dans la seconde » a' et t tiennent laplaoe qu'oc- 
cupent b' et u dans la première*^ et rédîproquément ; 
il suffit donc d'examiner ce que' signifie l'une d'elles. 

Je considérerai en particulier la seconde : on en 
ture < 

a ' 

l'ordonnée t se construit en' cherchant une quatrième 
proportionnelle aux trois lignés 

a\ y et i/w*^— a'% , 

• * • I 

dont la dernière est une moyenne proportionnelle- éncrd 
u— a' et u-)-a', et ne se trouve réelle qu'autant que 
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u ^ a!. La courbe cherchée n'adonc, depuis u = o jui-> 
qu'à u r^ a\ et depuis u =: o }u«qti'à u^s; -^ c/, aucune* 
ordonnée réelle ; et comm^u = a^et u z=i-^a' donnent 
également t=o , il en résulte que cette ecmr^e ren* 
ooBtre tediamofre DE aux points letf, (A sa terminent 
les abscisses 01 et Of égales à a' , maÎA qu'elle ue 
a'étead point entre les droites IB et /JET. 

Au-delà des points f et /' , on a u ^ £/, soit positi- 
yement, soit négativement, l'ordonnée t augmente sans 
cesse, et rien ne limite la grimdéttr à laquelle elle peut 
atteindre. D'après ces considérations, il est visible 
que le cours de la courbe est pareil i celui des ligines 
/ÎL/ft,JS:7T, séparées par l'intervalle If, et dont les 
branches ik et Ik, ffC et fV a'éteiMlAiit i l'infini. 

Si l'on considérait . cette courbe par rapport à la 
droite LL\ c'est-à-^îre en prenant t pour l'abscisse , 
et u pour l'ordonnée , son équation donnerait 

PWfi cetim ferme , u né saurait devenir moindre que 
OJ pt or et u fiourbe ae reaeontre point sou dia- 
mitye ItV'^ Il est évident par là que l'équation 

conduisant aussi à ^ 

V 

CL 

doit appartenir à une courbe ÇZfÇ , Ç'^V ^® la même 
espèce que Klk , K'Fk\ mais tournée par rapport an 
diamètre UJ dee I , comme eeUe*ci Tcsl fiar rappcnrt 
an 4i4mètre //' âe« u. 
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118. Si Ton avait d'soôopm — n^rrro (117), 
rexpression de t se réduirait À t-=z±:i\^Tnq*u^ , et 
donnerait les devof, équations distinctes 

qui ne représentent que deux lignes droites menées 
par le point O. Pour les construire on prendra à Tolonté 
une abscisse OA; il viendra 

t = ±.i OR.q\/mj 

et portant ces valeurs àé R en S et en S\ on tirera 
OS et OS\ qui seront les droites demandées. 

. Je vais comparer à ces droites la courbe iiC/ft, en 
prenant pour une abscisse quelconque OiV=cu» la 
différence MF' des ordonnées correspondantes iVilf et 
NF. La première étant exprimée par 

et la seconde par 

iqu y^y 
^obtiendrai 

illF=i^V^-ii/ù \/m. \/^~,i 

j 1 1 m I IV ■ 

La différence 1 — t/i——^ devient plus facile 

/ — 7^ 
apprécier lorsqu'on développe l'expression i/ j — — ; 



> 



l68 APPLICATION DE L*ALGÈBRE 

or la racine du premier terme i , étant i , on fera 



/ 



= i+». 



u" 



et on aura 



1— — =l-h22i + Z»; 



u 



mais' plus on supposera u considérable ^ plus la fraction 



/* 



-^ sera petite , et moins la racine 1+2 différera de 



u 



l'unité : en négligeant donc , suivant la méthode don- 
née en Algèbre , n^ ai5 ^ z^ dans l'équation ci-<de8sus^ 
on aura 






2U 



a' 



} ; Pour approcher ensuite davantage de cette va- 
leur , on fera z z=z — — - + z', et on calculera sembla* 



blemtntzf, tpi'on tnbàv.erà — j^, et «dnéîde suite (*)• 
On aura donc 

« 

ilfr=l9»\/-{ r-i+g+J^,+ etc.} 

^ « ■ ■ 

d'où on voit que ,pli»-€f augmentera, plus MF" dimi- 
nuera , mais sans 'pouvoir jamais devenir ouUe. 

Il suit de là que plus la courbe s'éloigne du point O, 
plui.elle s'approche des droites'05et O^^sausnéan-* 



(*) Oi\ pea( aussi tirer ctt déyeloppeisent dç U formule du 
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ttoins ponvoir }es rencontrer^ ensortç que ces droites 
sont les limites des parties KJk, KTkf, de la courbe 
proposée , qui ne peuvent janaais 'sortir de Tangle^S'OS^» 
et de son opposé par le sommet. 

119. Dans le cas ou m= o^ oa a simplement 

on réduit la quantité qui est soas le radical à un seul 
terme ^ en faisant 

_p , 

, anq ' 

et par ce moyen il vient 

«=db| y/ânqu^ ou' t = ±.\/7û 

en. représentant^ nq par e\ On voit aisément que cette 
équation donne < =0 en même, temps que ui:=o y et 
que par conséquent le point du diamètre DE , Jig, 48> Fig. ^ 
sur lequel on a pris l'origine des u, appartient à la courbe 
cherchée. Pour trouver ce point il faut faire, u == o 
dans l'équation 1 

posée ci-dessus j on obtient ^f =» -^, eten portant cette 

quantité surD£, du côté des abscisses positives , on aura 
le point /, où la courbe proposée rencontre DE. 

Si la quantité e est positive ^ on ne pourra prendre u 
que positivement ; mais rien ne limitera sa grandeur ; 
non plus que celle de t, ensorte que la courbe doit 
s'étendre à l'infini de ce côté seulement; ainsi que 
Je marque la^igae /LTr^ Elle serait tousnée du côté opposé 
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«i ^ était négatif y parce ^u'il faudrait alors prendre u 
négativement. 

L'équation ^=:: ±:V^e'u se construit en prenant une 
moyenne proportionnelle entre l'abscisse JN-=: u et une 
droite égale à e'; le résultat est l'ordonnée iVSf, qu'il 
faut, ici comme dans les cas précédens, porter tant au- 
dessous de DE qu'au-dessus. 

11 faut remarquer que l'équation primitive 

•e réduit à ^ =±: ^ {/p , quand n== o , parCe qu'alors 
la courbe considérée dans cet article , se cbange en 
deux lignes droites , menées parallèlement à l'axe des 

s » à une distance { \fp , tant au-dessous qu'au-dessus 
de cet axe. - Ces deux lignes se rapprochant de l'axe 
à mesure quep diminue, se réunissent sur cet axe 
t[uand p'-=LQ , et il devient dans ce cas le lieu de 
l'équation proposée. 

120. D'après ce qui a été trouvé dans les numéros 
précédens , l'équation 

y* + bjcy +CX* ■+• dy+ex ^f 
ne peut prendre que l'une de ces trois formes : 

t= ±K i/o'*— u») ( a'*t*+i'^a*= a'^b'' 

CL m I 

I OU, en faisant l 

l=zfc:^V^ï?I^'^> disparaître / ft'»u*— £ï'»«*=a'*t'-^ 
^ I les radicaux, I 



selon que m jsst positive, ou négative» ou nulle } elles 
répondent au cas oùla quantité 4c r-; 6% qniieyient i 



/ 



A LA GÉOMÉTRIE. 17^ 

4 — -j; ( 1 1 1 )yet qui est de même signe que ^ÂC-^B*, 

est positive > oégative, ou nulle; elles Aont compmee 
aussi dans la seule équatioa 



Les courbes représentées par la première , qui 
rentrent s\ir elle^-mêmes , et qui comprennent un es- 
pace fermé de toutes parts (1 15) , sont désignées sous le 
nom ai ellipses. Celles que donne la seconde ^ compo^ 
sées de quatre branches infinies formant deux parties 
séparées (1 17) , se nomment hyperboles^ et les droites 
entre lesquelles elles sont renfermées (118)» asymp^ 
totes. Enfin la troisième équation est celle des para^ 
6o/ej(iig). 

* 

Pour achever }a discussion de tous les eas eomprii 
dans Téqnation générale 

il ne reste plus à considérer que celui où les deux 
coefficiens AetC sont nuls ; car quoique les transforma- 
tions fipérées jusqu'ici deyieniient iUjisoirfis, quand 
A=iO f Téquation contenant oc^^ quand C n'est pas 
nul , peut être résolue par rapport ^ cette quantité , 
et lès formules des numéros précédens servenjt encore , 
en j changeant y en a? et j: en ^ » c eat^à-'direj en fai^ 
sant de Taxe des ordonnées celui des abscisses ; maie 
le cas où A et C sont nuls tous deux , échappe en-r 
tièrement à ces formules ^ parce que l'équation (1) , 
alors à la forme 



-fiay -f Py + £a?= F , 
n'^t piqé que du pramier degré, put rapport à eha* 
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cane des coordonnées x tt, y \ il mérite donc nzr 
examen à part. 

Je mets cette dernière équation sous la forme 

ce qui n'en diminue en Yien l'étendue , et j'en tire 

j f — ex 

y~ x+j:'' 

l'ordonnée ne devient donc jamais imaginaire. 
Si l'on fait d'abord j^ =: o , on trouve 

f 
e ' 

Telle est l'abscisse du point E ^Jig, 49 i où la courbe 
cberchée coupe l'axé des' abscisses AB , et elle passe 
ensuite au-dessous ^ puisque y devient négatif quand 

f f 

x >-^.*Quand x =ir^o i il viedt jy ==^ , valeur qui in- 
dique le point F où la courbe rencontre l'axe AC 

des y, .';''■ 

En passant d^s la partie négative de l'axe des x^ 
l'ordonnée y continue à croître / p^ce que le déno- 
minateur X + d diminue par la soustraction de a? , et 
devient G, lorsque x=: — c2. Dans ce cas^ la valeur 
infinie qu'on trouve pour y, montre que la courbe 
Be saurait atteindre la droite G5 menée sur Tabscisse 
AG =î= — rf , perpendiculairement a l'axe AB. 

' Lorsque dp, continuant à être négatif, J'emporte» 
sur d, Ja valeur de y change de signe , mais en com- 
mençant par être plus grande que telle quantité qu'où 
. voudra ; on voit donc par là qu'il faut prendre aur 
dessous de AB, de l'autre côté de GS, une branche 
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iCr semblables à Kl ^ mais en allant en sens inverse > 
c'est-àiylire se rapprochant de AB à mesure que l'abs- 
cisse augmente négativement. 

Il reste à savoir ce que devîentj^ à mesure que a; 
augmente , soit positivement , soit négativement ; et 
pour cela, je divise par x les deux termes de Tex- 
pre3^on de jf : il vient 

l-e 

' X 

y= — d 

X 

résultat qui tend sans cesse vers;y =~ e, i mesure 

f d , . ' ' 

que \es fractions ^ et- diminuent^ ou que a: augmente* 

Tirant donc à une distance AHz=z e, au-dessous 
de AB y HS' parallèle à cet axe , on aura une^ li- 
mite de laquelle les branches Ik et fk^ s*£fpproche- 
ront sans cesse ^ et par conséquent les parties Klk et 
RÏV de la courbe cherchée ne sortiront jamais de 
Tangle SOS' et de son opposé. 

Ce qu'on vient de voir suffit pour montrer l'ana- 
logie qu'il y a entre la courbe que je considère main- 
tenant, et celle qui est nommée Ayperfeo/c; il serait 
même facile de changer l'équation de celle-ci dans la 
proposée , en prenant pour axe des coordonnées les 
asymptotes indiquées dans le n^ 118. Je ne m'arrêterai 
point à ces détails, devant revenir sur ce sujet par une 
méthode plus générale. (123). Je me bornerai à mon- 
trer que si on prend , dans l'exemple actuel , des coor- 
données partant du point O, où se rencontrent les 
asymptotes GS et US ^ eu faisant 

X'=.t^d, y=u—e^ 



V 
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l'équation proposée deTient 

ut=f+ de , 

forme sous laquelle on Voit bientôt que les devz 
branches sont semblables. 

lâi. Chacune de ces équations parait réduite i la 
forme la pins simple; mais le# coordonnées n'y sont 
pas perpendiculaires entre elles comme dans les équa- 
tions de la ligne droite et do cercle, dont j*ai fait 
usage jusqu'à présent : cependast la situation des or- 
données est liée à celle des abscisses par la condition 
que les premières sont parallèles à la droite qui touche 
la courbe â l'extrémité de son diamètre. Pour e'encon' 
vaincre, il suffit d'observer que les pointa M et Jlf , 
Jig. 46 , 47 c^ 4^» ^ confondent en un seul , au point /, 
circonstance qui forme te caractère essentiel des points 
de contact (107). £n effet» la somme dee deux or-» 
données f ou la distance des points M et M' étant 

exprimée par —7 V/a'* — u* pour l'ellipse , par 

—i-yu^ — a'*' pour l'hyperbole, et enfin par a y eu 

pour la parabole » devient nul au point /, où Ton a 
u = <t^ pour les deux premières courbes , et u = pour 
la troisième. 

' L'équation des ellipses étant symétrique par rap- 
port aux deux indétenmnées f et u, de manière que 
l'expression de u en t a la même forme que celle de 
t en u > on pourrait prendra aussi lest pour abscisses^ 
et les tt pour ordonnées, et on verrait que le diamètre 
f ig. 46. ii' Jig* 4^ » ^^^ lui-même parallèle àla tangente menécf 
parle point L. Les droites // et LL', jouissant toutes 
deux des mêmes propriétés, se nomment pour cette 
raison diamètres oor^ugués. U est évident que dans le 
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cercle y les diamètres conjogués doivent être perpendi- 
culaires entre eux , puisque la tangente menée i ïex-^ 
trémité d'un diamètre quelconque lui est perpendicu-* 
laire : 1^ nombre des diamètres qui jouissent de cette 
propriété est infini pour le cercle. Il n*en est pas de 
même pour Tellipse 5 mais quoique , pour cette courbe , 
l'analyse précédente n-'aitJEait découvrir que deux dia- 
mètres conjugués , se coupant obliquement ^ elle en a 
néanmoins toujours deux qui se rencontrent à angle 
droit , ainsi qu'on le verra plus bas. 

Si Ton rapproche ce que )e vie i de fûre sorTé^, 
quation générale du second ordre , de ce qu'on a vu 

dans les numéros 87 et 94 > P^^ 1* ^^S^^^ droite et 
pour le cercle , on reconnaîtra que l'équation d'une 
même ligne prend des formes très-dîiFérentes , suivant 
les coordonnées auxquelles on la rapporte. Il peut donc 
être utile de savoir chaîner ces coordonnées , afin 
de pouvoir passer à celles qui donnent pour la ligne 
proposée , Téquation la plus simple ; et je vais cher- 
cher en conséquence les formules générales pour cfaan-* 
gerles coordonnées d'une courbe en d'autres situées 
d'une manière quelconque , tant par rapport aux pre- 
mières qu'entre elles. 

12a. Le plus grand changement qu'on puisse appor- 
ter dans le système des coordonnées , sans cesser de les 
prendre droites et respectivement parallèles à deux 
lignes fixes , consiste à leur donner une nouvelle ori- 
gine et d'autres directions. J'embrasserai tout de suite 
ce cas général^ et je supposerai qu'on se propose d'ex- 
primer les valeurs des coordonnées AP = x, PM^iy, 
Jig. 5o> relatives aux axe» J^i^et AC^ pav deux autres Fig.Sk». 
coordonnées A'^P' = t , P^Mz^z u , rapportée^} aux 
vxtAJTB"^ ATC^ dont on connaît la pontion à l'égard 
des premiers. , 
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• -Ayant mené par la nouvelle origine A^^ les droifétf 
JTff et A'Cy respectivement parallèles à AB et à ACp 
les distances A A' et A' AT seront données par l'hypo- 
thèse; et' en les représentant par a et par iS, on aurd 

AP = >P 4- AA' ^ArP-^^, 
PM=2 P'M + A' A' = P'iRf + 18. 

Tirant ensuite parle pied delà nouvelle ordonnée P^M^ - 
les lignes P^qtt P^R, lune parallèle à AB et l'autre i ' 
AC, on observera que puisque les axes A'B" et A'C, 
sont donnés de position à l'égard de >^i? eXAC, on doit 
connaître tous les angles des triangles jfP'R, P'MQ , 
ou , ce qui revient au même , les rapports de leurs côté« 
homologues : faisant donc 



A'R P'R 



m 



A'P"—'"' A'P 
on aura 



5— n. p«jif--P' P'M'~'^' 



P'Q = p.P'M=pn, Qlli=q.P'Mz=Lqu^ 

d'où on tirera 

jfP' = A'R + P» Ç = mt+pu, 
P'M =P'/l+ QM zsnt +qu. 



et enfin 



X 

y 



^AP =A'P'-^^:=mt +pu + et, 
=^PM=P'M + /3 = nt + ^u + 18. 



Telles sont les valeurs les plus générales que puissent 
prendre les coordonnées x et^, faisant entre elles un 
angle quelconque , lorsqu'on les exprime par d'autres 
coordonnées du même genre , mais situées comme on 

voudra. 
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voudra. Voîci maintenant comment on en déduit celles 
<ini conviennent aux différens cas particuliers qui 
peuvent se présenter. 

1^ Si on supposait les nouvelles coordonnées parai- * 
lèles aux premières , et qu'on ne fît que changer la 
position de Torigine , Jes lignes A'C et jfC se con- 
fondraient, ainsi que jrB" tiA'Bf-, on aurait par 
conséquent 

m=i, n=:o, p==o et ^ = 1 
et il en résulterait 

ce qu'il est facile de voir à pr/orf, puisqu'alors ^P* 
et A*/^ se confondraient, ainsi que P'M et P^M. 

En égalant à zéro ou * oui8, on conservera dans sa 
place ou Taxe AC , ou l'axe AB. 

fl* Si on ne voulait changer que la direction des axes 
AB et AC, et qu'on laissât toujours l'origine au point 
^, les lignes Â^B' et A^C tombant dans ce cas sur 
•^B et sur AC, on aurait en même temps 

*=o ' et /3=o, 
ce qui donnerait 

On voit qu'en supposant m= 1 et n = 0, d'où il 
résulterait xz=zt + pu^yi=:qu, on ferait coïncider 
la ligne A^B" avec A*B\ et que par conséquent on 
n'aurait changé que la direction de l'ordonnée; on 
prouverait de même que x = m^ et j^ =nf -f- a sont 
les valeurs de xet àey^ relatives au changement de 
la direction des abscisses. 

TV/^onoméfne. 6* édition, 4» 
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iflS. Il faut observer qu'il y a entre les quantités m , 
n, p et gt qui dépendent de la direction des nou- 
velles coordonnées , une relation nécessaire , ensorte 
qu'on ne peut lés prendre toutes lés quatre arbitrai- 
rement } car si , connaissant l'angle des axes primitifs 
j^'B^ etA'^C, on se donnait encore les angles B'A'B' 
et CJTB"^ la position des nouveaux axes A'B' et 
J^C" serait entièrement déterminée par c« trois 
choses : ainsî^ lorsque les quantités tu , n , p etq, sont 
connues , on construit aisément les axes des deux sys- 
tèmes de coordonnées. 

• 

En elFet, soient données m, n e tp^^-on tirera d'abord une 
ligne quelconque^ pour représenter Taxe A^B^, et prenant 
sur cette ligne, une grandeur arbitraire ^"7^, on cons- 
truira un triangle ATRP*', dont les côtés -^f'il, P"R et 
ArP'\ soient entre eux comme les quantités /ti, /i et i ; 
le côté P'R sera parallèle à l'axe ATC, et le côté A^P" 
donnera Taxe ATB" . 

Prenant ensuite un point quelconque M y et menant 
MP\ parallèle à P"Ry il ne restera plus qu'à détermi-^ 
i^er la coordonnée P"M parallèle à :</"C'', ce qui s'ef- 
fectuera en tirant P'^Ç parallèle à ^"2?*, et en obser* 
vaut que P"Q : P"M\l p :'i. La droite P"ilf étant 
aiôsi trouvée, on achèvera le triangle P"QM , dont le 
côté P"M sera parallèle à l'axe A'*C" ; et le ra^ort 
des côtés P"M et QM donnera la quantité q. 

Lorsqu'on passera d'un système connu de coordon- 
nées à un autre système également connu ^ les .quan- 
tités m^ n , petq, calculées suivant leurs définitions , 
auront entre elles la relation dont on vient de pailler ^ 
mais il suit de ce qui précède , que la position de 
l'origine étant donnée ^ on ne peut déterminer la direc- 
tion des nouveaux axes , de manière à satisfaire a plus 
de deux conditions différentes^ et que dans les ex- 
pressions jf = mt +pu + «fc , y:^nt + qu+ finies 
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quantités o; et^^ ^etz^^ ne sauraient être les coordon-^ 
nées d'un même point , relativement à deux systèmes 
de coordonnées droites et parallèles, tant que m,n,yp 
et g seront quelconques. Voici un moyen très-simple 
de trouver la relation qui doit exister entre ces quantités. 

* - 

Si on mène par le point M les droites MG et MH , 
respectivement perpendiculaires à jfB' et j^B**, et 
qu'on suppose connus les angles illfP^^'==C-Hf*i5' et 
MP^B"— CjrB\ on aura le rapport de P'M à 
JP'GjNet celui de P'^Mk P'^H. Nommant g le pre- 
mi^~ et h le second, il en résultera * 

P'G^zP'M-Xg et P'H=zP"MXhi 

tirant ensuite jfM, et réprésentant A'P' et P'M 
par j/ety, les triangles obliquangles jt^P M %l A" P" M 
donneront • : :.: 



■a 



-^3f =^*P'4-P'ilf +2:^P''XP' t5=:r'*+y *+agary. 

En égalant ces deux eicpr^âSions de -<^Jif ,.il Tiendra 

mettant pour o:^ et y leurs valeurs mt + puet ni +<7u, 
onau^a " ' '" 

(m» + n^ + âg/n«5P+V+9'*+2gp7)a* ' 
+a[/n/j + «9 + g" («p + rnci)\ tu = f* + u* ^^" û^iu . 

Cette équation devant avoir lieu, quelle que soit la 
position du point M, il faut qu'elle se vérifie toujours 
indépendamment de t et de m , condition qui àéftûé h» 
trois équation» ■. .'• ? 

mp + mj +gÇnp + mq)=::h. 
Eb chassant g des deux premières , le résultat • ^ , 

13.. 
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• • • . 

(m» + «*) PÇ — (P* + <t^)nin =pq — nin ; 

exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire 
lî^s quantités m, n, p et q, 

* 

134. On suppose le plus souvent que les nouvelles 
coordonnée3 u et < se rencontrent à angle droit , ainsi 
que les premières; dans ce cas, les équations ci-dessus se 
simplifient beaucoup. Les angles MP'B et MP''B' 
devenant droits, P'G ou gy et P"H ou hu, s'éva- 
nouissent ; ensorte qu'on a seulement 

m* 4- '**=!» 

p*+g^ = i M 

^ mp+nqz=zo, 

d'où on tire 

et à cause de mp:=s^^ng, il vient 

^ * * 

Comparant ce résultat avec l'équation m*+n*=:i , 
on trouva q -nzm^ ce qui donne /? =: — n ; on a 
donc enfin 

a/ zzzmt'-^nu , . • yz;:::nt+mu, 

en obsiervant que les quantités m et n dépendent l'une 
de l'autre, en vertu de l'équation m* + ii*=i. 

» 

Fig.5i. La figure 5i , construite pour ce cas particulier , 
fait voir que m est le cosinus de l'angle ÈfJTB'^ que 
j;^ en fl»t le siaus , et qu'on a 
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comme je viens de le trouver (*). 



(*) Rien ne serait plus aUe cfae de changer , non-sealemenC ici , 
mais encore daris tout ce qui précède, les denominaiions den lettres 
m , ra , p et q j en sinus nu cosinus des anj^Jes compris entre les axes 
des coordonnées y et on aurait alors les formules rapportées dans plu* 
sieurs ouvrages , qu'on a publiés après les premières éditions de c«<- 
iui-ci : mais la notation que j'ai adoptée , abrège les express'ons, et 
conserve mieux l'élégance analytique. GVst sans doute par cette 
raison que MM. Lagrange et Monge onit généralement préféra, 
dans les transformations des coordonné<>sque renfermentleursëcritSy 
de simples dénominations littérales , ans lignes trigonométriques , 
que d'ailleurs Eu 1er avait introduites dans ces calculs dès 1748* 

La position respective des quatre axes qui se coupent au point 
jf y étant déterminée par trois des angles qu^ils font deux à deux , 
on peut choisir de plusieurs manières ks données delà question: 
la suivante me paraît asisez sipiplfi. ^ 

Je pobc, Jig, 50f 

h'uf'B'=^, Cufcr^^, CA'W^m^ 

d'oU 

puis faisant atten lion qu'yen vertu du parallélisme des droites P**R^ 
QMet A' a y P"M et /#• C*, P" Q et ufB' , les angle? ^'AP* 
^tP"QM sont supplémem de Cy^ff , les angles A*P"R e^ 
C^B\ MPQei CA^B^, F'AIQ et CT^Ç^^jiont égaux, 
j'aurai , d'après le n» laa , 

A'^R sin &^ff' sin(s>-<t>)" ' 
^ — A'^P" "^ sib d^Rf "" sin» ' 

P^K ^vi^B^A'^W sin4 > 
^^ ATT^^'^CÀ^^B'^ ^\nm^ '; • ' '\ ' 

■ _ P"Q _ s\fia\^e' '_ stf»4 
''"■P"jf '~"sinC'-/*'iï^"^8rn« * 

_ QM si nC"y^B^ _ sin(ai— 4) .. 
"^ "^ P"M'^ wiCAl^B' '^ sin«» • r 

U résulte delà que '* 
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Pour changer à-la-fois, dans ce cas l'origine des 
coordonnées et la direction de leurs axes , il faudra 
donc prendre 

% 

x = mt^nu+ùL, y =znt + mu + fi(i!^2) , 
en ay^nt égard à^ Téquation 

tX on ne pourra disposer alofs que de trois quantités, 
savoir , «t , J3 et Tune des qùa:ntités m , /i. 



. '^ sina» sin» 

-Il ii>st plus besoin 'de ronsid^rer aucnne équation de condi- 
tion , poisqu'il n'y a dans le calmil qtae les quantités nécessaire* 
\k. la de'termination des systèmes de coordonnées. 

Si l'on suppose ^ne l'angle <7-<if^ des axes primitif* s wf droit, 
on aura sin a* = i ; et il viendra seulement. 

je' ^t cbs ^ -f- VLsàxk. + , 

y =.ï sin ^ -h tt cos +. , 

Il est Tisiblc que l'angle C"a^B" àes axes des nouvelles coor- 
dbnnéeâ est exprimé ei) général' par • — <^ + + î *'^' devait être 
droit «n ménie temps que celui des axes primitifs', on aoraiC 

et 

sin 4»— sin 9, cos-J' =i= co^<j> (aî), 

et par conséquent ' , W\ i- 

at' 3Ï5 1 cos' <j)*— u 4in ^ , 

y=P^sin^-f-«*cos^, ' 

ainsi qu'on . Iç dédtiiraît immédiatement de la figure ^^i oîi Taxe 
jf'C" tombe de l'autre côté it l'axe A'C par rapport à l'axe 
jfB', circonstance exprimée par le changemeiit de signe <le 
Tangle 4« 
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125. Je vais exposer maintenant les simpIiGcations 
qu'on peut apporter à l'équation générale 

\,par le moyen dé la transformation des coordonnées , 
en ne cessa&t. pas de les prendre perpendiculailres 
entre elleK. 

Si Ton fait . 

X s=: m/ — niA + A , jy *^ ut + mu^^i 

le résultat de la substitution de ces valeurs dan» Vé-« 
quation (i) sera encore une é,^jation complète du se- 
cond degré, en u et tî mais comme on y.'^ura in- 
troduit trois quantités arbitraires^ on pourra s'impo- 
ser autant, de conditions ^ qui simplifient ce resultft , 
égaler / par exemple ^ à zéro, les cbefficiens dea^. quan-^ 
tités.f^^^ ^ et Uy afin dé faire djspar^trB les. termes, 
qui en sont affectés : on obtiendra alors uq^e t^qu^tioTit 
de la forme 

semblable nux deux prenièree • du n*^ 120 * Cçtjbe fdra&e 
est remarquable y i° en ce que les deux valeuPd det^ 
étant égales j et de signes diff érens , ilss^eiffuit que 
Taxe des nouvelles abscisses u est un diamètre (m); 
a* «ta ce que thaque valeur de ii, priste ' positîtem'ént 
et négativémefnt , donnant les toêmîBs valeîntô potir ^ , 
il en résulte que l'origine de* tt , plapée -ènrïé tnilied 
du diamètra-y est le centre de I4 çourbf 0^4)* 

' 'Le calcul devient plus simple , lorsqu'au llèu d*ef- 
fectuer en même temps , par les expreafeîbné ci-dessus, 
les changemens d*origii»è et de direction det poordon-* 
nées , on transporte d'abord lea axes p^ailè)e4ïent à 
eux-mêmes. Si , pour cela , on prend % . 
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réquation (i) deviendra 

Les quantités a et j8 étant toutes demr arbitraires, 
on peut en disposer pour faire disparaître les termes 
affectés de a/ et de v% en posant les équations 

a>^^-f-j54ft-f Z>=o7 aC*4-^/3 + £=o, (a) 
desquelles on tire 

_ BD—qAE BE — qCD 

*~ 4AC — B^ ' ^~ 4AC—B^" 

Il ne reste plus après cela dans Téquat^^n (a) , que 
les termes affectés dey*, x'y\ a/*, et des termes in- 
dépendans des coordonnées x' et y*, ces derniers se 
^réduisent à Taide des équations (a). En effet, multi- 
pliant la première (Je celles-ci par fi , la seconde par ce, 
et retranchant leur somme de l'équation (2) , après y 
avoir supprimé les termes qui doivent s' évanouie, il 
viendra 

^y»+ Bx^y+ Cx'^— A%^— BAfi— Cct^±s F. . . (3). 

Je« place à présent les axes des coordonnées dans 
une nouvelle direction , mais toujours à ;angle droit, 
en prenant ( n** précédent) 

a/ :i=mt— nu , y = nt'+'mux 

et ces Valeurs étant substituées dans Téquation (3) , 
la changent en 

|[^n» + Bmn + Cm*] t* 
+ [^/n*— ^m/i-hC/i*]u», ^ ^^^' 
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Les deux quantités m et n ne devant satisfaire qu*à 
l'équation m* + «*= i , il en #esteune à déterminer, 
et j*en dispose pour ôter le' produit ut, en égalant à 
zéro son coefficient , ce qui fournit Téquation 

a(^A^C)mn + j5(m* — n*) =o (m). 

Faisant ensuite , pour abréger 

^n» + Bmn + Cm» = A' 
Am"^ Bmn + Cn» =C 
A9?' + BatJ^ + C«e» ^F^^F*^ 

Téquation (4) devient 

et prend ainsi la forme demandée , en supposant toute- 
fois qu*on puibse trouver des valeurs réelles pour m 
et n, qui sont données par des équations du second 
degré. /^ 

laG. Ces valeurs se déduisent de la combinaison des 
équations 

fl (^ — C)m7i+5 (m»— n»)= o , 

TO* + 7l»= 1. 

La première donne 

B (m» — 71») 

ai on fait ■ ^ — = ^, qu'on élève au quarréla 

valeur de mn , qu*on en chasse n% au moyen de Té--' 
quation m* + n» = i , il viendra 
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d*où oii tirera > 



m^ 






t/i +4>^* 



puis , 71=^ z»; .. ..a 



1 



mettant au lieu dey la quantité qu'il représente^ et 
substituant les valeurs de m* et de n* dans l'expres- 
sion de mn , on trouvera , en n'ayant égard qu'aux 
signes supérieurs des radicaux , 



'* a. 



77int=:= 



B 



^»»^— j ^ ^ 



Les valeurs de m et de n, tirées de celles de m* 
et de 71* seront affectées des signes ±\ mais on voit 
par l'expression de mn , que ces' signes doivent être 
choisis de manière que le produit mn soit de niéme 
signe que ^(*). 



r \ 



(*) Si ^ comme il est indiqua dans la ngte, p«jge i8i , Qt{ &|t 
JB"A^B' sa ^ ^ on aura 

7ii = cos^, n=&in^i , 
d'oU 

mn =:sin<^cos^ =isina^ »\ (ïï)> 
m**-*»«*s=»c*SA» t— sin 9* cacos a^, ' ' 

çt par coD£^};^eiLt • -. ' . 

â sin a^ _^ • nin \ __ . B 

cos 3<i) '™' *"^ ^^ "" TO* — n»" a(C — A) ' 

formule qui donne tout de suite l'ft&gle que faif Taxe des t avec 
celui des x, C , , . 



w ia< I — 1 ■ i'>>-^>^.-— ^ ' J " ',. .' J 
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En substituant les valeurs de m^^ n^ et mn , dans 
les expressions de A' et de C, et en réunissant les 
termes qui ont le même dénominateur, on verra, 
avec un peu d'attention , que leur numérateur sera 

divisible paf V{C^Ay +'J\ et que 

A' = \(C+ A)^\\/ (,C—Ay+ B\ 
C = ^iC+A)-h]/(^C^^y + B\ 

L* examen de ces expressions conduit aux consé- 
quences suivantes. 
» 

1**. Les quantités A' et C sont toujours réelles. 

a®. Si A et C'ont le même signe, qu'on peut alors 
supposer + 9 en changeait , s'il le faut, le signe àé 
tous les termes de l'équation (i) ( page i83), ^^sera 
toujours positif, et C^ le sera seulement quand 

^ C +A > \/{C — Ay + B^ , 

condition qui revient à 

ou à , ^AC > — f^AC + 5% 

ou à 4AC:;> B\ 

^t de laquelle il résulte que '^AC-^ j9* est une quantité' 
posi^ve. i ' 

3**. Si A et C sont de signes différens , ou que A 
kXBSxt positif, on Mfldn t^l , C soit néj(atif , il viendra 

. . A'r=-ï(.^-(^+ïVWTWTW^, 

alors A' sera positif 'et <7 négatif; mais à cause du signe 
— dent est affecté 4^C ^ la quantité 4AC^B^ es^ 
négative» 
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Il suit de là que le signe de C dépend de celui de 
la quantité ^C — j5*. 

4^ Enfin z\£^AC = B\ il viendra C = o, cir- 
constance remarquable non-seulement parce qu'elle 
réduit à A'i^ = F' la trahsformée^/*4- (7u* = F', maïs 
encore parce qu'elle rend infinies les expressions de « 
et de ^( page 184); on ne peut donc , dans ce cas, 
faire disparaître à- la-fois les termes affectés de y et 
de a/, dans l'équation, (a). 

137. Pour parera cet inconvénient, je ferai immé- 
diatement dans l'équation (1) 

a7=m^— Titt, yzrz jtX -\-' mu j 
ce qfui donnera 



{An?' + Bmn + Cm*] f* 
+ [2(^— C)mn+ B (m*— n*)]ut 
+ [^m^— Bmn + C/i^]u* 
4- {Dn+Em) t + {Dm — En) u^ Fl 



(5) 



Je poserai l'équation 

q{A— C)mn + B (zn.* — n^) =0. . . . ,(m) , 

pour faire disparaître le produit ut; les valeurs de m 
et de n , ainsi que celles des coeificiens de £* et de'u»,^ 
seront donc les mêmes que dans le n** précédent, et 
la transformée deviendra 

j't^^Cu^^ {Dn+Em) t 4- (JDrn^En) u=zF (6). 

* 

Pour achever de la simplifier , il reste à changer l'o- 
rigine desvcoordonnées, en faisant- 

.^=^'+«t', u^u'+^, 
•t on obtiendra 
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+ jfti'*+Ce^^+ {Pn+£my+ {Dm— En) (3'= fJ ' 

Il est encore évident, sous cette Éorme, que le terme 
affecté de u' né peut disparaître quand 6^ = o, car 
Téquatioa 

aO + Z>m — J&n =0 , 
qu'il faudrait poser dans ce cas , donnerait fi infini ; 
je disposerai donc des deux quantités arbitraires af 
et fi\ pour ôter le terme affecté de t' et ceux qui 
sont indépendans des coordonnées u' et f, ce qui en- 
traine les équations. 

îiA'et^+Dn + Em^o, 
^'<t'^+Cg^^{Pn+Emy+{Pm—En)ff—F — o. 

Faisant ensuite, pour abréger, 

f3LCff + Dm^En:=i — Ef, 
j'aurai Téquation 

^I^+Cb'" — £'a'=o. 

Pour reconnaître tous les cas embrassés par cette 
transformation , il faudrait chercher quand af et jS' 
peuvent être déterminés par les deux premières équa- 
tions posées ci-de9sus ; mais il suffit , à l'objet présent 
ide conaidérer le seul cas où C^=zo(^)y ce qui réduit 



r ' 



(^) Tous les autres éiaot compris dans Pé^aatiou 

ur«« -h CTu» = F', 
qu'on chaBge aisëment en 

A't^ + Cu'^ — E'i/ «. o , 

en faisant tt=tt'5fcy ^, etZr'ss;^:» V^C/^ 
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ces mêmes équations à 

a^V +Dn+Em = o, 
A'^^ + ifinJ^Erit)^ + ( Dm— En) jS'— F=o, 

et la transformée en f et u\ à 

On simplifie encore les équations entre et^ et jS'^ en 
retranchant la seconde de la première multipliée par 
a^, et en observant que Tbypotlâte C^ = o donne 

Dm—En^ — E"', 
il vient alors 

a'j^—e:&— F =0 / •••t*^- 

Enfin rbypotbèse C = o, qui répond à 4-^C =:<5", 
étant établie dan» les rétultats du n^ précédent ^ les 
cbange en 

A^C'\^A, 

C ^ A x/ÂC 

Lorsque Dm^^En =:;o\ ona £' = o, et le» équa- 
tions (a^) ne renfermant plus que rinconaue «', peuvent 
ne pas s'accorder; mais par cette fajpotbèse etv en j 
faisant C=zo^ la transformée en t et zi (p* 188 ) j 
prend la forme 

A't^^iyt=F^ 
et ne contient plus que la coôrdonoée U 

^ ia8. ^ous les cas de l'équatipa générale 

Ay^ + Bocy + Co;* + Z>y + £x = F , 



j 
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sont donc compris dans les trois transformées 

A'i'^=: E'u\ 

les deux dernières répondant au seul cas où ^ACz=iB*^ 
et la première à tous les autres. 

Les trois formes indiquées dan« le n^ 120, se re- 
trouvent dans les deux premières équations ci-dessus , 
avec la seule différence que les coordonnées sont main- 
tenant perpendiculaires entre elles • et pour cette rai- 
son on appelle axes\^% diamètres auxquels sont alors 
rapportées les couiiïes que représentent ces équations , 
dont je vais /rappeler les circonstances principales. 

1°. Si les quantités -<4' et C sont toutes deux posi- 
tives , ce qui répond aux cas de l'équation générale , 
dans lesquels 4^C — B^ a le signe + > 1^ transformée 

donnant 



appartient à une* ellipse (120). 

^ On en trogve les demi -axes O/et OL, /%. 5a,Fig. 5a. 
en cherchant la valeur de u lorsque ^ = 0» et ce\lq 
de t , lorsque u == o : on obtient ainsi 

^t représentent ces lignes par a et 5 ^ on en conclut 
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^ = a\ d'où C = ^, 

a 



c 



= i' 






résultat qui est semblable à celui du n"* ii5, et qui 
se construit de même. 

Le cas actuel comprend aussi l'équation du cercle » 
qui se présente quand C = A\ puisqu'alors la trans- 
formée devient 



^(«• + B')=r, OU t»+.U« = ^,. 

/ 
/ 

et' que les coordonnées sont à angle droit. 

L*équation -rf'^+ Cu* = F' devient absurde quand , 
A' et C demeurant positifs , F* est négative; mail 
elle peut se vérifier en faisant ^ =0 , w =0, lorsque 
/^=0y et ne représente alors que le point où est 
l'origine des coordonnées : c'est l'ellipse réduite à son 
centre (116). Enmett^Aitdans la valeur de F' (pag. iSS) 
celles de flt et de ^, on exprimera sans peine , par les 
coefiiciens de l'équation (1), la condition qu'elle doit 
remplir pour signifier quelque chose. 

a*. Si A' et (y sont de signes difTérens , ce qui ré- 
pond au cas où ^AC-^ B^ a le signe — , l'équalion 
ça ^ Qt u prend nécessairement une de ces formes : 

A't^*—Cu^=F', 
Aft^-^Cu^^-^F'^ 

et si on met pour A' et C leurs valeurs en a et ( , 
- ^ il 



1^ 



AXA GlÉOMÉTRIE. ij3 

3 vient ^ après les rédactions , 

fin* \ b , 

ï:— ^ » *=± -y»* —a", 

« 

Ces d«ux équations appartiennent à des hyperboles 
(ido); mais la première est trav^sée par Taxe des i 
et non par celui des w^ parce qu'on ne peut y ayoir 
< = o : le contraire a lieu pour la seconde. • 

Ilfautremarquerque quoique la valeur ^=î ^ZZl^^ 
qui répond à u = o , dans la seconde , soit imaginaire , 
on ne laisse pas d'éfever au centre O ifig. 53 , uncper- Fîg. 5). 
pendiculaire OL = \/^ == i , et que , par analogie 
avec i ellipse , on appelle second axe la ligne XL' 
double de OL j mais on en diâtinguè , par le nom d'axe 
transuerse , la ligne If qui rencontre la courbe, ce que 
He saurait faire la ligne LL\ 

Lorsque C =^le8 axes deviennent égaux, et l'hy- 
perbole est éqidlatère. 

Il est visible que quand F'==o , les équations ^ 
l'hyperbole se réduisent à 

uTf— Cu«=Q, OU t^±.u\/E, 

•t ne représentent plus q^e deux listes droites (u8), 
3». Quand oa a 4AC s: ^, U transformée étant 

ipïMrtient à une parabole qui rencontre son ax« IB 
Jtg. 54j à l'origine des coordoanjéesVet i/ *Fi« si 

Trigonométrie. 6* édition 1*5 ' 
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Quand £' = o et que les équations (a^ ( page 150^ 
8*accordeDt^ il vient ^t^*=o, résultat qui , donnant deux 
fois f=zo, indique Taxe IB sur lequel les branches do 
la parabole tendent à se réunir , lorsque £/ diminue. 

La dernière tram^formée 

ne donnant aussi pour t que dem valeurs déternoûàées^ 
indiquer deux droites parallèles,^ l'axe des tf. 

Enfin il est à propos de remarquer que Téquation 

^Y» + Cu'»— JSV SCO (»a7)-, • 

«st commune i l'ellipse » i l'hyperbole, et à la para^ 
bole ; on a la première de ces courbes quand Â^. et 
Cf sont de même signe , la se.conde » lorsqu'ils sont 
de signes différens, et la troisième» lorsque 'C = o. 

Le point sur lequel se tronye l'ori^ne des coordon*- 
nées étant placé à l'une des extrémités de Taxe , se 
nomme le sommet. Dans l'ellipse et dans l'hyperbole | 
il 7 a deux sommets marqués I etl\ Jîg. .5a et 53; 
k parabole' n'en ayant quurt' seul , Jîg. 54 > ii'a point 
de centre , et c'est pour cela que son équation ne 
saurait prendre la forme 

la^^ Aprèà à:^t reconnu par les formules des n*^ 
précédons, à quelle espèce de lignes, se rapporte tel 
cas particulier qu'on voudra de l'équation générale» on 
a encore besoin » pour tra^cer cette ligne y d'établir lee 
axes des coontônnéesdé li transformée» par rapport 
aux axes primitifs » et de construire les quantités jt^, 
C; 'JF* ou £'; c^ëst àqitoi'Ie lecteur tant sdt pôû ha- 
bitué à particulariser des ^muleir générales » ne saa- 



*^^ %' ^♦••fc , 



â LA ceÔmétrie. i^ 

ràit éprouver de difficulté : aasu je ne pense gas qu'il 
•oit nécessaire; pour des opérations cjui ne sont point 
de celles qu*on pratique souvent , d^entrer dans une 
énumération de règles presque toujours effacées de la 
mémoire lorsqu'il arrive d'en avoir besoin ; et Téxemple 
auivaqt , quoique très^simple , suflira d'ailleurs poiir 
en montrer l'inutilité. 

F , 

Soit l'équation 

ma la comparant à l'équation (i) /on en coùdlira 

^=o, -B=i, C=o, 
4AC=o, JB*=ii, 

et puisque 4^C n'est pas égal iJB*, c*est à la tràoi* 
formée 

< 
4ue se rapporte le cas que Ton conéidère.* On trouve 
ci^nite (pag. 184 et i85), 

pvh (page l85) , 

et par conséquent 
t *•— Jii» =F+ Z)£, ou t«— u^Œ a(J?4- Z>^ ; 

^ la courbe cherchée est donc une hyperbole dont les 

deux demi-axes sont égaux à {^^XF-j-DË) , et tra- 
^ versée par celui des t (ia8). En remontant anJt 

^ transformations opérées par les valeur» 

il ' ♦ • 
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on voit d*abord que l'origine des tet des u répond ait 
f îg. 55. point où a:= a, j^ = 5 ; prenant donc ,^g. 55 , le» 
aistances >^^'=— Z), AA*i=Z' — JE, le point ^ sera 
cette origine. Calculant ensuite la valeur de m, ou 
du cosinus de l'angle que forme l'axe des t^ avec ce- 

loid($s x^ on trouvera de nomln-e — = , qui répond 

. .va 
ào^,5; et faisant l'angle A'A'B^^ égal à 0^,5 , puis 
^menant JfC perpendiculairement à A'B^ ^ on aura 
les axes des I et des u; prenant enfin A^I et 

JTX =r |/2(F + I>iE) , on déterminera les sommets 
J et f de l'hyperbole qui est le lieu de l'équation 
(proposée. 

La même ' marche conduira toujours au résultat , 
pour quelque exemple que ce soit ^ et far choisi le 
précédent y déjà traité dans le h* lâo, afin de prouver 
que la courbe indiquée dans ce numéro » par ses 
a8}rmptotes, est une hyperbole^ et d'en trouver les 
^ axes (*). 

/ Souvent aussi on cherche quelle est la courbe 

i ilouée d'une propriété particulière , qu on ignoré ap-*" 

partenir à une tourbe déjà connue; mais alors Téqua- 
lion relative à cette propriété rentre dans quelques* 
unes des équations qui ont été discutées : c'est ce que 
montreront les question suivantes. 

(*) On poiirrait dëdnire immédiatement de Téquation gén^f^U 
des lignes d|i second ordre , réqaation de l'hyperbole, par rapport 
à ses asymptotes, en transformant les coordonnées, rectangles en 
d'autres dont l'angle soit indéterminé. On introdairait alors quatre 
quantités aÀiiraires (rt3) dont on disposerait pour faire disparaître 
les termes affectés de t\ u" et u, ce qui réduirait Téquation gé<^ 
néraledn deuxième degré à iafonnei^utcs F j mais on trouverait, 
que les quantités m et J9 n'ont àes valeurs réelles que dans le cas 
oU4^C-^jS« a le ii$Qe^i c'oii-lHiUre pow l'hypeihctls seule- 
ment* . _^ - - 
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i3b. Trouver l'équation dune courbe telle que A 
ton mène de chacun de' ses poinU M , fis;. Sa^ à deux Fig. 5^ 
poinU fixes , F et F', les droites MF et MF', /a somme 
de ces lignes, soit égale à une ligne donn4/s-, , , * ^ 

Si 90' représente par oa la ligne donnée^ par f^ la 
distance FF' des points fixes ,: en prenant pour- originf 
des coordonnées ,1e point O , milieu de F/«^, ensorte 
que OF= OF" = c, «t faisant OP = x, PM=y , 
on trouvera 



M» • • 



Les triangles PMF , PMF^i rectangles en P donnant 

• l • • 4 . ' ' ^ 

* — — ^— — — — ^ ■ 

on obtiendra 

' ^^7=yS^-^y+y"> MP= i/(c+r)*+yî 

». ' • 

mais en posant MF'=^ z , il viendra MF^ = aa — « f 
puisqne par Ténoncé on a., sur toute, la cour))e 
cberchée , ' < * 

^ JïfF+JIfF's^saa, 



♦ f • . • r 



ft par cowséqueiit ' < 

z = V^(c _jc>)*4^y^, * aa^«'±rV(c+a?>*4-yv 

En élevant au quarré/ pour faire disparaître les ra?* 
dicaux, il en résultera i • t ^ '^ l. 

z^ = c*^ acjp:-+- jp^+jr», 
4a*~ 4ûf* + 2i* = c»+ à'cj? + X* + y*, 

" » f r 

rjstTf^ncbantJa seconde de ces équations de \^ pre?* 
miére^ it restera ^ I 
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iUbstitnant enfin cette valeur de z dans là première 
«xprenion de £*, on parviendra à Téquation cUerchée » 
qui ééra» après les réduction!^ 

Cette équation n'étant que du second degré , mon- 
tre que la courbe <5herchée ne peut être .que Tune 
de celles qui ont été discutées précédemment j etpoiir 
reconnaître à quelle espèce elle appartient , je donna 

à son équation Ja ferme 

* ». — - - . » • ' ■ • 

ay + (a» — c*)jc* = a< — a*c?. 



En -k éemparant alors avec -jf#^^ + Cv^'=si JP^ , i^près 
avoir écrit dans cette dernière y et x pour t et u , on 
4ura~ 



I ' 1 



d où Ton conclura qu^ëlle est celle d'une ellipse » 
puisque ^ c étant moindre que a, les quantités jf , O^ 
t*, sont essentiellement positives (ia8). £n posant « 
pojliç ahrégiçr , a^-y ^.$=si%?il viendra' -^ 

d*où l'on tirera - ' 

jf=?-±:-V^— or». 

. ^ _*.. .. . • 

> • 

Les demi-axes 01 et OL de cette elliffse soij^t re»»- 
peciivetnent a et i ; et' comme i*=û* ^— c% on tire 
de là ^ ' '• ' ' ^' 
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ce IfcA fait voir que lorsqu'on fia connaît que le^ 
ax^tf.If et LV d'une ellipse , on peut trouver sur le 
plus grand des deux ^ les points F et F pour les* 
quels ' MJF* 4- il/F' ■=!=//', en décrivant du point JU , 
comme centre et d'un fkyxm égal a la moitié du grand 
soceIJ\ un arc de cercle y car aux intersectiona F et 
F' de cet arc. de cercle avec Taxe U\ on a, 

OF— OF'=VfL — OL =z v/a» — è». 

L'énoncé du problème que )e viens de résoudre , 
ofFr« donc une propriété commune à toutes les ellipses» 
saroSr : que la somme des lignes. MF et MF', qu'on 
nomme rayons vecteurs , menées aux points fixes F 
et F', pris sur le grand axe , et qu*on appelle foyers , 
£5^ toujours égale au 'grand axe. 

i3i< Cette propriété donne un moyen très ^simple 
de. trouver autant de points qu'on voudra deaellipsaa» 
ouçaêrne de les décrire, d'un. mouvement cQntinu, En 
^(Fet y si Ton prend à. volonté une ouverture de\conipas 
FÂti moindre que 0/,qge du point i^yÇQQ^me centre^ 
on décrive un cercle tk^pç cette onvertpre de .cpnxpas , 
^t qu'ensuite, pre^an^ pQurcentr^ le point F^ et pour 
rayon la ^fféreoiçe F'^ ep^e. le premier r^o» FM et 
l'axe ir, on décrive un second cercle' i }\ ç.ç^upffa le 
pren^ier. .^n de«x points Jht efiJkt'j quiVpp^ji.QnflrQf t à 
l'ellipse. En répétant ce p;'Qcédé.av^ç div^rsps^jtjMver- 
tures de compas , on obtiendra de nopp^^iup points de 
l'ellipse demandée ; et si ces points sont un peu mul- 
tipliés , on pourra , feri lés foignant par un trait libre 
de la main,, achever la courbe d'une manMra; d'autatst 
plus exacte, que les points déterminés seront en phas 
grand nombre. 

Lorsque l'ellipse doit être fort graudev, on la trace 
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par un.tnonv^ment continu / en fixant, aux .points F 
et F\ le» extrémités d'un cordeau dont la longueur 
estceiie de l'axe ir ; on, tend ce cordeau par U moyen. 
d*un piquet Jf que Ton fait glisser le long du même 
cordeau, jusqu'à ce qu'il se trouve au point d'où il 
est parti : alors il a tracé l'ellipse demandée. 

Il est utile aussi de se rappeler que la distance c, 
d'un foyer ail centre , se nomme excentricité. 

L'équation jrmt- j/a* — x^ fournit une cons-^ 

tructio^ par points > très-commode dans la pratique. 
Fîg.56. Ayant décrit du centre O de l'elUpse demandéey^/%. 56, 
deux demi-cercles ^ l'un $ur le grand axe et l'autre sur 
le petit» pris pour diamètres ^ et mené un grand 
nombre de rayons OA^^ÔA^^,^ etc. , on abaissera sur 
l'axe //', les perpendiculaires PN, P'N*, etc. , et on 
mènera par les points R , Ef, etc. , où les rayons ON, 
ON'i etc. rencontrent le plus petit des deux cercles, 
les droites RM ^ KM^i etc, parallèles à i/'j les pcnnts 
M y M', etc. que ces parallèles détermineront sur les 
perpendiculaires PN, P'ÎV'',^tc.' appartiendront à l'el- 
lipse cherchée. Taf ropéfàtibn qëe )o viens d'indiquer , 
on n'obtient que la moitié dis bette courbe ; mais en 
répétant la construction au-dessus de l'axe II', on 
Taura toute entière; ' 

Pour reconnaître l'exactitude de cette construction ^ 
il suiBt d'observer qu'en vertu du parallélisme des 
droites RM et //' , on a ' 

ONlORy.PNiPMi 

et puisque ON^u, OR^b , OP^ Xy il en ré- 
sultera . » 

PN= y/'ON — 'ÔP^s/a^^af, 

a:b :: |/a*— x* : pm^ 






â*où 
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PM=-^ V/a»— x»'= jr. 



i5a. Je modifierai d^ns cet attide le problème 
qae j*ai résolu dans le numéro précédei^t, et je de- 
manderai qu'on ait MF" — JlfF= IF ï= aa \fig. 53 , Fig. 53- 
an lieu de MF+ MP^ sa ; c'est-à-dire que là diffé- 
rence^ dès rayons vectewrs soit consiapte, £o gardant' 
d'ailleurs les dénominations de Tarticle cité:, on.aura 

MF = vW^+^l^=s z == |/(c— »)*-+^ , 

4*ou on tirera 

, «»=sc» — aca:^-a*»4rj^, 

retranchant la première de ces équations de la se-* 
conde , on obtiendra 

, j , , ex — c* 

4a*+ 4az = 4cx ' Où 25= ^; 

• a . y 

et par cette valeur de « , on parviendra à Téquation, 

■ ^ 

qui I par le développement , se réduit à 



Dans le cas actuel^ où c>a, il faut pr^^r^ ihzsc*- 

çe qui donne 

i^jc»— ay =a*i% , 
# 
«Iqoatiçn appartenant i Thyperbole ; cette - conrbt 

louit dope de la [propriété ^ . que ' la difjp^rence dé 



/ 



flp9^ ATVLlCktlOja DE L'àI^GEBRE 

ses rayons vecteurs MF et M.¥\ est égale à taxe trans* 
verse IV , sur lequel se trouvent les foyers F et E\ 

J'ai déjà fait remarquer que l'hyperbole n'avait^ 
à proprement parler , qa'un axe (laS) ^ mai^que pour 
conserver i'^natogie , on coooevait uo second axe LU 
mené parle p^int 0-» perpendiculairement au premier; 
b exprime la longueur OLée la moitié de fset aiee j «fi 
l!équation 4«:i=c»'-*a*, donnant c= v/c* -+- o* , fait 
voir ifoe pour trouver les foyers F et F', il faut prendre 
les distances OF et OF" égales à 1 hypoténuse da 
VÎangle rect^ng^e construit sur les deux demi«axes 01 
et QL. 

i33. La propriété dont jouissent les foyers F et F 
peut servir à la construction de Thyperbole par points. 
Pour cela ,. du point F , comme .centre , et d'un rayon 
FM , qui ne soit pas 'moindre que IF ^ mais d'ailleurs 
quelconque , on décrira un arc de cercle, puis on pren- 
dra un rayon F'ilf plus grand ou moindre que le premier 
d'une quantité égale à //', et le cercle décrit sur ce der- 
nier, du point F'xonmie centre, coupera le premier dans 
deux points Me\M! appartenans à Thyperbole. 

#our décrire* une portion tpélcdnque d'hyperbole 
par un mouvement continu , pn ass^njétit une règle à 
tourner autour du point F', on fixe à J*exl;rém>té R de 
cette règle et au point F, un fil dont la longueur soit 
Joindre que F'R de la quantité W ; on fait ensuite 
tourner la règle «n appuyant contre elle, aveô un style 
Jlf , le El RMF y de manière qu'il demeure toujours 
tfendu : le style Jlf trace ainsi un arc de courbé gui ap- 
partient à rhyperbole dont Taxe est //' , et dont le» 
foyers sont F et F^. 

* 134. 'Je iùe' proposerai encore 'âé trouver rëquattàrt 
^une courbe telle, que^acun de 'ses'points soitauiant 
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M^igné de la droite AC , donnée de position , fig. 54, ng. 54< 
ijue i un point fixe F » également donné de position. 

Si Ton prend sur la droite AB ^ menée par le point 
F, perpeadicuiaireinent à AC, un point /situé au mi- 
lieu àè la distance AF y ee point appartiendra néces- 
Mirement à la courbe cherchée , puisqull sera autant 
iloigné de la- droite AC que du point F. Faisant 
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«m aur9, pour un point quelconque Af, la diatanc't 
QJIf «=^fl> =^/+ /i> =c' + a? ; 

^t le triangle rectangle^ FPM donnera 't 

^Uque /îy>==y/ï*l-/^ En développant, on trouvera 

mal^ p4r rpno^xcé-. de U qj^astioA , , Q4*=?^ iKF. 49«kÇ 

(f + a:= V^c'^ — ac'jc 4-x* ^y\ - ' ^ 
En élevant au quarre "et réduisant^ on obtient 

équation à la parabole {là^. ' ~- 

• 

ri^TSft. Pour^onAffanm b ciiurbA> 3*apnèr la preprlétS 
que >a«ba8><£eppb5Èer à la reôbërcH^ dé -son 4fl«â«^ 
tion , il £aut , d^un.r aiyo n Fjtf pris à vçjpnté , décrire 
un cercle , ÎAih'UP ~ FM, et tnèner par le point F, 
jferWieïèmfertt-i liFîi^A -jrC, une droife l^i/iTepôîiî? 
Jlf où cette, droite XjQiuDeKa^Jec^rcfe;!^^ à la 

parabole demandée /car il est évident que la droite QJH 
étant parallèle et égale à AP ^ sera égaU^â J^v - '^ 
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Cette même propriété donne lieu à ^n monrement 
cbntina par lequel on trace la coniile. Pour cela , oit 
.place le long de AC\ nne règle 'sur laquelle on.<fa)t 
mouvoir nne équerre dont Tun des côtés ^reprosenle. la 
.droite ÇjEf on 'attache an point. F Textréinité d^uo£l 
dont la loogoeur ett égale à QE , et doht l'autre cà£- 
trémîté est fixée au point £ ; on tend ce fil par un fttyle 
en l'appliquant contre le c&té QE, et le style décrit 
une portion de 'parabole/ ' 

i3G. La question qui a conduit ci-dessus à Téqua* 
tion de la parabole , peat être mpdifiée.dé manière 
i embrasser les trois courbes du second degré. li «uifit 
pourcela de l'énoncer ainsi : Thfuvér Fëquation ^utïb 
coutbe dans laquelle la dls^^ance entre un point quel-- 
Ttg.5^.€onque M e< le pomt/ixe F , fig.-By , '^o^t àla''dis^ 
tance tiQ entre le itiême point M ft une. droite AC > 
donnée de pôsUioh,' dans un rapport constant. 

Soit I : Jt ce rapport» etjqaç l'on tq^^ du point F 
^nr AC la petpendiculaire ^B ; il est évident que h 
^urbe cherchée Rencontre cette droîté dans un point 
/j tel que . >* - 

• * ' ^ 

IF: AI:: i : »; 



> . ** 






easorte que si on.dés^e IF par ç!^». il en ^résultera 



AI pSm mf* ]■' ,:,;'• i.î ., 



riMaot/Péar, .Pi|f=jf » il wndra en vertu At 
triaiygle rectànglerPMF , de mâmè^ipe'd-^dèssusy ' ' 



étcomm'e ÇH r;:=iAP.i:^,Al-h JP;s=iji({r¥ «f ou •«?•; 
d'où oAtkera^-' .j b-* , \ . •; ..^m t5 d'ii^î"- »'• -* 
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clevai^t an^qaarré» on obtiendra «afin 

' >•>* + C»^~ 0^— a (n + i) nc'a: =* o. 

Cette équation , d'une forme absoIumeolseniblablA 
à Téquation A'i'' + Ci/^—Ku' =o, du numéro ia8, 
appartiendra à l'eUipàe i à l'hyperbole ou à la para- 
bole » selon qu'on aura n^i > n<^ i, oun=:i,et 
montre par conséquent que la propriété qui fait le 
sujet de la question proposée ^ est commune aux trois 
courbes dû second degré , par rapport auxquelles la 
droite u/C !est;non^mée directrice. . 

En donnant à l'équation ci -dessus la forme 

«t en remarquant que plus n augmente , plus les frac? 

11 ^ ^ 

tions -r; et * diminuent, on verra qift dans la sup- 

position de n infinie ^ elle doit se réduire a 

équation qui est celle d'un cercle dont le rayon est<^f. 
et' pour lequel l'origine des abscisses est placée à l'une 
des extrémités du diamètre (94)* 

' 137; On a vti dans le n* ja8 , que l'ellipse , l'hy- 
perbole et la parabole , peuvent être données par une 
seule équation ; et il est remarquable que celle-ci peut 
aussi se diéduire immédiatement de l'une quelconque 
des équations ^ 
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qni , ta rapportant aa centre» semblent particolières A 
l'ellipse et à Thjperbole. Pour cela , il eoffit de trana* 
porter l'origine de§ coordonnées, à Tnn des sommets 
des conrbesqoe représentent ces éqiiationft..EQ effet, 

Fk. 5s '^ ^^'^ '^ fignres 5n et 53 , on fait , IPzs af, onaura 

et 53. par la première , 

X on OP=OI^IP^a^^. 
et par la seconde , 

X on OPi=zOt + IP^a + af. 

La snbstitation de ces Taleors ehangetà les éqnationt 
rapportées ci-dessns en 

qni reviendront à 

si l'on pose =p; at l'une ne différera de l'autre 

a '^ 

qoe par le signe de a : l'inspection de la figure 5$ 

montre aq3si que l'abscisse IP étàot regardée' cooMiïn^ 

positive, l'axe If est nécessairement négatif. 

En mettant pour 6* sa valeur ; relative tant à l'eUîpse 
qu'à l'byperbole , il vient 

tp=r-i— i(i3o), p = -^--^ (iSa)} 

mais il est à propos d'introduire la distance IF à la 
' place dct c qui représente la distance OF\ et en faî- 
aant /F= c', on trouve , par la figure Sa , 



c ou OF's=,ÙI'^lP:=ia — c\ 
par la figure 53 , 

c ou OF^OI+IFz=za+€f: 
ces valeurs donnent 



4flc^— "flc^* 4qc^ + ac 






expressions qui ne diffèrent encore que par le signe de o. 

4 

Toutes les deux étant réunies dans la formule 

ont également pour limite 

lorsqu'on supposé a infini; mais dans ce cas les équa* 
tion^ 

se rédmsent à 

^ = po/ ou jf* = 4^'a?, 

par Tanéantissement de la fraction -^ . et donnent 

^ . aa - 

ainsi l'équation de la par^ole (i54)» 
L'équation " 

est donc propre à représenter chacune des lignes du 
second ordre : elle appartiendra à l'ellipse quand a 
sera positif ^ et au cercle si psaaa; i Tl^erbolê 
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quand a sera négatif , et à la parabole lorsque a sers 

i38. La quantité p se nomme le paramètre : c'est 
dans TelUpse et dans l'hyperbole une troisième pro* 
portionnelle aux deux axes, puisque sa valeur 

conduit a la proportion 

sa : ob :: 7b :p; 

et dans les trois courbes , elle exprime la valeur de 
la double ordonnée qui ^passe par le fbyer. Eu effet » 
lorsqu'on prend' x^ =c'y il vient 

y* =pc/=: -2. c" = £^22^^ , 
•^ '^ ^^aa aa 

d*où on conclut 
i?9. Les équations 



y=p^=pfe^ 



aa*^ 



(♦) L'exprcsMon p = ^^ ^^ * > T" «« rapporte à l'ellipse, prea- 
draîc une yalenr négative , «i l'on y supposait c^ > aa, et rëqaaiiott 
y Œpx' — -^ x'" , »e chapgeant en 

«ppaniendraU & l1i7p«il>oIe; mais c^ exprimerait alors la âîé^ 
mn^ entre k ««tmx^et et le foyer le p(iii éUÂ%w p oa IF% fg> 53. 

étant 
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étant mises sous la ioxTQfi 



?09 



on en déduit les suivantes 

, r ^2, ,2:! = i. 

desquelles il résulte que le quarré de Tordonnée PM 
est dans un rapport constant avec le produit des lignes 
IP et rP , qui sont respectivement x'et aa — af pour 
l'ellipse, ^g". 52, a/ et fna-j^x^ pour l'hyperbole, 
Jlg^, 53. Ces distances du pied de l'ordonnée à chacun 
des sommets de la courbe , étant nommées abscisses ^ 
on dit que dans t ellipse et dans l' hyperbole, le$ quarrés 
des ordonnées sont entre eux comme les produits des 
abscisses correspondantes, 1 

fin effet, ai on désjigi^te par K' iinfi absci^s^ dUFérente 
(le a/, mais toujours comptée du même point, et par 
Y l'ordonnée correspondante , on aura * 

y*= ■2-(aé£X'— Vo , r* = ^ (aaX'+ JK^*) , 
aa^ ^ aa 

(d*oà OA tirer» 

pour rellipse, 

y : r* :: af[jia + a/) : X (aa •+ JT) 

pour l'hyperbole, en supprini^DttoutelQif â4^)«(}^roiAr 
rapport de chacune de ces proportions le facteur com- 

p 



mun 



aa 



L'équation de la parabole j'*:^^»', étant t«»itée 
Trigonométrie. 6* édition. j4 



^\ 



] 

I 

1 

jl 
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M de la même manière^ donne aenlement 

■ 

I ce qui fait voir que dans^ la parabole , les quarrés des 

ordonnées sont comme les abscisses correspondantes > 

I ' i4o. Il suit de la comparaison des formules rap- 

portées dans les n\iméros lao et ia8, qu'il y a peur 
chaque courbe du second degré , au moins deux sys- 
tèmes jde coordonnées dans lesquels Téquation de cette 
courbe se présente sous la forme la plus simple : Tun 
de ces systèmes est celui des axes ^ et l'autre celui de 
deux diamètres conjugués ; et je vais montrer qu'il y a 
un nombre infini de systèmes de coordonnées qui jouis- 
sent de la même propriété. Pour le faire , j'appliquerai 
la transformation des coordonnées aux équations re- 
latives aux axes. 

Soit premièrement celle de rellip8ey=— (a* — af), 
qui revient à 

l'observe d'abord , qu'il est inutile de déplace/ rorigine 
des coordonnées, qu'il faut laisser au centre ; et n'ayant 
à changer que la direction des axes^ je prends seulement 

x'=mt+pu , yz=z nt-f- qu (12a). 

Je laisse indéterminé Tangle que les nouvelles coor- 
données doivent faire entre elles ^ et dont le cosinus est 
représenté par A(i23), et je ne tiendrai par consé- 
-quent aucun compte de l'équation 

7np+nq+g{np + mq)=ih; 

il n'en sera pas de même des équations 

m*-J-n*-f- agmns=i ,p*+ ç^ + a^^ =i i 



3 
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parce que les coordonnées x ety étant réciproquement 
perpendiculaires , il en résulte g" = ô , d'où 

des quatre quantités m , n , p et ^ , il n*ei! restera donc 
que deux dont il soit possible de disposer. £n faisant la 
substitution des valeurs de x et de j , dans réq[uation 

on obtiendra 

et pour simplifier cette dernière , je poserai 

ce qui la réduit à 

Pour comparer cette équation avec 

mn les mettra sous la forme 

il -L "* — 

elles ne pourront alors devenir identiques, indépendam- 
ment de t et de u ^ que par la supposition de 

ce ijtii donnera 



^'• = 



a*/i»-f.A«m« ' 
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fo^X «'^ssui-QF de la possibilité de cel,te transformât 
tion, il faut y.o^r si la détejpin^ioi? des qy^pltité^ ^ , p, 
p. et ^ , n*est sujette à aucune exception. L*équatioa 

gj(Lm «PUS )a fprnip 



/ 112 — _^ 



m p a, ' 



fera toujours connaître le rapport de p à ^ ^ ou celui 
' 4^ m à ^; Si on en t^re 

g ^ JTl 

et si , pour abréger , on fait 



il viendra 



Û* 71 



ç=rpr; 
substituant dansp* + ^*= i , on en déduira 

d'où Yon conclura 



expressions qui demeureront toujours réelles, quelle que 
soit r. L'équation jti* -f- 7i* = i ne pouvant déterminer 
qu'uge des deux quantités 7n et n, laisse absolument in- 

71 

déterminé le rapport-^ qui entre dans les expressions 

771 

de p et de q, lesquelles, par cette raison , deviennent 
suscepti}^}^^ d'une infinité de valeurs différentes : il y a 
donc ^ sfi^( lyne infinité de ^y&tèmed d^ coordonnée« 
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dans lesquels l'équation de rélKjysè à la (oiidh 

absolument semblable à célTe dé l'équafion aux axes 

141 • En opérant sur 1* équation de Ttyperbole 
jr*=— (jt*— a") ou ay — i*x^= — a^'i*, 

comme je viens de le faire sur celle de Tellipse, on 
aura successivement 

a^ncj'^b^mp = o, 



û^n* — i^m* 



t» + 



_2 j — £Lu^t= — 1 ; 



et comparant la dernière équation à 
en troiWerà 



Les expressions de p et de q seront de la même lorme 
dans ce cas-ci que dans lé précédent , et pourront don- 
ner par èonséquent une infinité de valeurs, d'après celles 

gii*on assignera au rapport t: • on seta donc fondé à 

tirer pour l'hyperbole une conclusion pareille à celle 
qui vient d'être enfoncée pour l'ellipse. 

14a. Je passe à la parabole j son équation ^*=;4^'^> 
jtfe peut être traDsfgxméé en i|ire aiitile ^i lui soit ffeni- 
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blable , par les formules 

On obtient en effet la résultante 

n*^ ^.flTi^u^-f. q*u*z=i/^c' (mt +pu) , - 

de laquelle il faudra faire disparaître les termes 
affectés de t^, ut et u , ce qui s'effectuerait en posant 
n = o, p=sOj mais il s'ensuivrait ins=i, 9::=i,xr=t» 
y==u, etTonretomberait sur les coordonnées primitives: 
il n*en sera pas ainsi en déplaçant en même temps Tori- 
gine. Si l*on substitue à x et à ^ leurs valeurs les 
plus générales , 

mt-i^pu +«e, nt+qu+0 (laa), 

il vient alors 

n*/* + anqut + c'a* ^ 

+ ai8(ht 4- qu) — 4c'( mt+pu) \ =o. 

Pouvant disposer maintenant de quatre quantités, à 
cau8e des deux nouvelles indéterminées ce et /3, on 
fera disparaître les termes affectés de u^^ de t^ et 
les termes indépendans de t et de u i en posant 

La première de ces équations peu> ^ "^ satisfaite de 
deux manières : soit par 7i=Oj^ soit par ^=o> maïs 
ji = donne mz=zo, dans la seconde équation , ce qui 
ne saurait s'accorder avec Féquation m* + n* = i . En 
adoptant la râleur ^=o^ le terme q*u* s*évanouit^ 
et il ne reste que 

' nH'=4c'pu ou fi=^, 
équation semblable à celle qui se rapporte à l'axe delà 
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tourbe. La supposition de 9=0 , introduite dans ri- 
quation p' + ç* = 1 , donne 

desiS/t — 4c^m=?Oy on tire -^ 



n ac' 



m /8 • 

et cette équation, combinée avec m^ -)- n* = 1 > déter^ 
mine n et m. L'équation j8*— 4*c''=o, détermine 
ai»si d&, lorsque /3 est connu ; mais cette dernière quantité 
reste susceptible de telle valeur qu'on voudra. 

143. Les remarques précédentes conduisent à cette^ 
question : un diajnètre quelconque étant donnée trouver 
la position de son conjugué* On la résoudra en obser- 
vant que lorsque dans .la figure 5o du numéro laa ^Fîg. 
l'angle CAB , où celui que font entre eux les axes des 
coordonnées primitires x, j^ , est droit , les * triangles 
P'JTR etP^MQ deviennent rectangles, l'un en /t, 

l'autre en Q\ d'où il suit qbe m= -iTj^jr représente 

le cosinus de l'angle P^ufR ou ffA'tt^ et que 

I^R P''0 ' 

»= jmpè ' •^ ^8* J« sinus; que p=— X représente 

le cosinus de l'angle MP'Q ou CjfB', et que.<7= â^ 



P'M 

en est le sinus. 

Si l'on rapporte ces mêmes dénominations sur lés 
figures 58 et 59 , en prenant If pour l'axe des x , Fiç. 9 
OF pour celui des t,. et OH pour celui des u, il*^*^" 
viendra , '^ 

n sin FOI „^, 

m cas FOI ° * 



^* sin £ro/ „^, 



co^HOI 



N 
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et coùlAïé tés écjuatioâs ^ 

a*ng + b^'mp = o , 
o^nq — b^mp= o , 

obtenue» dans les n^ i^o et i4i , peuvent être mises 
sons la forme 



' mp '^d^ 



::: r — h :3y 

il en résultera 

!• «g*te «npéfiétav «e rappoitMt * FèHi^é , et Phjfé- 
rîéirt à riPf^^tbttfe : oM déMnttinera donc awéittent 
I fifl dwmgles i?©/ «t »0/ , qMftrfl'Mrtfe wra coùwr. 

Fig. 58. i44- . On peut substituer dans l'erse ,jSg. 58, aux 
angles FO/, HOI^ les coordonnée* des' points F et 
^, car si Ton désigne 

OiS^ par «, JSF par fi , 
OOpat-V, Gti^titgr, 



tanzFOI=z^~t 



il Tiendra 

ÉF jg 

et par consécpient 

48 fil' a* ' 

ce qui donne 

équation qui', jointe à celle de f ellipse^ 
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Tcra ccmÀaîtré sôit â tl &, soit a* et 0, c'êst-à-diré 
Tun des points F, tf , quand Pautre sera dotmé*. 

Dans rhyperbole,^g. Bg, « et /S n appartiendront Fig. 5g. 
plus à un point de la courbe ; puisque le diannètre 
OF ne la traverse pas ; mais comme il ne s'agit ici 
q^uè dé la direction de ce diamètre*, oA peut ptenrfre 
au Keu dtt porrit F, fe point /î, côî*i'eàpoiidàQt à Vàt- 
scisse OI y et faille étt consé<|uéncë 



/ 



/3:^/H, 



, /s M 

et 7=-ï* 



«6= OI=:a , 

ce qui donnera 

tang FO/=^, 

d*où 

En déterniinant i8 par son moyen, cette équaftiotï 
fera connaître lé point /î, mais it faudra la combiner 
avec 

si c'est le point iï" que l'on cherche. 

i45. Dans la parabole , on a <; = o ; il suit de là que 
l'axe des u, OH,Jig, 6o , est parallèle à celui des a:,Fig.5o. 
et que sa poaîtioB ne dépend ^ue dn poiiit O ^ où ii ren- 
contre la cotirbe* 0^ point se trouve détermrpé pas 
ht qipanlité a , laquelle représente évidèmmcfïit l'ab^ 
Icisse /G, qui j'épond , sur Taxe JB , au poiitt de-U 
courbe où l'on a en même temps t = o, u=2:p^ et 

l'équation — = — donne alors la tangente trigonomé^ 

trique de Tangle coraprirentre l'axe des t et celui des ir. 
Je ferai remarquer en passant , que lorsqu'on a 
trouvé !a position du diamètre qui est le conjugué 
d'un diamètr^^ donné , an a celle de la fàvjgenfé dé la 
courbe , au point où elle rencontre ce dernier ,- poî)il; 
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qu'on peut prendre arbitrairement. En eiFet ( icti )>" 
dans rellipse et Thyperbole ^Jig. 58 et Sg , le diamètre 
OF est parallèle à la tangente JEfT*; et dans la para- 
bole ,^g^ 60 , ce diamètre est lui-même tangent à b 
courbe en O. 

Réciproquement , quand on sait mener la tangente 
dans un point quelconque de la courbe , on en conclut 
•nr-Ie-champ la position du diamètre conjugué. 

146. Dans les équations 

dont la première appartient à Tellipse , et la seconde à 
l'hyperbole , les lettres c! et h' représentent les àcvcx 
demi-diamètres conjugués; en effet > quand £= o^ il 
Tient 

uT=i(i on OH = cl^fig, 58 et 69^ ; 

et lorsque u = o , il vient 

t^=zb\ ou «» = — &'•, 

ce qui donne, pour Thyperbole comme pour Vellipse'; 

OFz=zb' (128). 

n est facile de voir.que les quantités 7?», 7f^ p, q, peu venf, 
au moyen des équations m* -f- /»* = i , p* + </* = i » 
et de celles qui résultent des expressions de a'* et de 
i'*, être éliminées de Téquation de condition qui 
. détermine la position respective des diamètres èon)o- 
gués, -et qu'on doit parvenir à une relation entre ces 
lignçs et les demi-axes. Le calcul s'effectue fort sim- 
plement de la manière suivante: 

On tire d'abofd des expressions de a^ et bj, rela- 
tives à l'ellipse (i 40), les équations 
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€t en y joignant respectivement 

<7* -fp" = 1 , 71* + m* = 1 ; 

on anra deox systèmes d*équations , 1 un en q* et p* » 
Tautre en n^ et m^. Le premier système donne sac* 
le-champ , 

P — d^a^—d^y' ~ d\d*— i* y 

pour obtenir n* et m^> il suffit de changer d en V dans 
ces valeurs , et il vient 



n» = 



m' 






Cela posé , Téquation de condition {\ifi) 

a^nq + b^mp = o * 
revient à d'nq = — i- i^mp , 

et en la qnarrant y on obtient 

04/1*9* = fc4,^*p*. 

Si l'on substitue dans cette dernière^ les valeurs de n\ 
Tji.*, 9*, /7*, on pourra eETacer les dénominateurs ; car 
ils seront les mêmes dans les deux membres ; et on aura 

(a* _ a'*) (û* _ 6'*) == (a'*— i*) (i'* — 6*). 

Développant , réduisant et décomposant en facteurs , 
il viendra 

(a4_ i4) _ (a* _ i«) •(</» 4. J'a) _ o . 

puis supprimant le facteur commun a*— 6* , on trout- 
yera enfin 



y 



/ 
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Les expressions de à'* et d* *'* , relatives à Fhy- 
perbole (i40r conduisant aux équations 

él! Féqtiatîôir dW coiidition: étant 

on voit qu'a suffira d'âffecfer 5* et V* du signe —, 
dans le calàut précédent, poar Tapproprier au cas 
actuel , et c^'ôn en tirera par coâsièquent 

a^^—V'=za^—b\ ou dF^—ùS=ai''^aL': 

donc la somme des quûrrés des demi-diamètres conju- 
gués dans l'ellipse; où téiif âiffer'encé'dans rhyperbolcy 
est égale à la somme des quarrés des demi-axes^ ou à 
leur différence, 

147. Si on lîïufti^îté ëîltf e elfes lé^ eïcprèfesiôns de 
û'* et de y* dans l'ellipse y on obtiendra 

mais en quarrant l* équation a^nq + b^mp = o, il yient 
a^/i'^* + za*b^mnp(j + i%*^* = o^ 

et avec cette valeur on fera disparaître le premier et le 
dernier terme du dénômitiatéur deTe^tpressiôn dé û'*6'*, 
qui deviendra 

a^b^=. - ■ 



a^b 



(^np — mqy 
pfetRtnt dr part et d'aufri^ l'a racine quarrée^ on aura 
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fl^i'r— I ou dV (np'^7nq)'=zah. 



n est important âe remarquer quela quantité np^^mq 
la*est autre chose que le sinus de l'angle que font entre 
eux les deux diamètres conjugués OFet OHfig* 58; car^'fr^S» 
n et m étant le sinus et le cosinus de Tangle FOI , q 
et p le sinus et le cosinus de Tangle HOI, la formule 

sin FOH = sin ( FOI+ HOI ) 
=: sin FOI cos HOI + cos FOI sin HOI (n) , 

donn^ 

sin FOH = np -^mqf , 

si l'on fait attention que Tangle HOI tombant au-des- 



sous de l'axe If a un sinus négatif > q^s: ^"^» 

qu'il faut rendre positif dans cette formule, et prendre 
par conséquent -^ ^ au lieu de -f- ^ : on aura donc 

t/y8inFOH=:ab. 

n est facile de voir que si du point F on abaisse sur OH 
la perpendiculaire FQ, on aura 

PQ = OFsin FOH = b' sin FOH-, 

et que par conséquent l'aire du parallélogramme 

FH = OH xFQn^za'y sin FOH: 

on doit donc conclure de ce qui précède, que le rectangle 
formé sur les demiraxes aet b , ou OI et OL , est égal 
au parallélogramme' FH, formé sur les deux demi- 
diamètres conjugués OF et OH, 

On reconnaîtra ^ue la même propriété a lieu dans 
rbyperbole^ en formaat de même le produit: a-^lr^'^jmaîs 
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^K- 59» il fandra prendre garde qns dans la figure 5g , Fangle 

FOBt:±±fOI—E[01. 

On déduit de là cette propriété remarquable : que 
les patallélogrammês construits sur des diamètres con- 
jugués y soit de l'ellipse, soit de l'hyperbole, sont 
égaux au rectangle des axes i puisque ces parallélo^ 
grammes , ainsi que le montrent les figures , sont com- 
posés de quatre autres parallélogrammes égaux ^ cha- 
cun , au quart da i^ectangle des axes. 

148. Si on désigne par s le sinus de Tanglè FOH, on 
aura l'équation 

eiVs ^nab, 

que l'on eoiabinera avtfc 
dans l'ellipse i et ayec 

dans l'hyperbole , pour trouver les demi-axes aetb, 
lorsqu'on ne connaîtra que deux demi-^amètres con- 
jugués, et l'angle qu'ils font entre eulc. Quâtnd on aura 
les axes , on arrivera facilement auiit angles qu'ilè font 
avec les diamètres conjugués, en se servant des expres- 
sions de (f, p*, m*, n*, rapportées dans lé n* i46. Ce» 
expressions donnant • 



2! 






et par l'extraction de la racine quarrée , on parvient aux 
tangentes des angles HOI , Pôl. 

Une remarque qui se présente aisément , et qiie }e 
ne dois pas omettre , c'est qu'il y a dans une ellipse 
quelcon(|ue deux diamètres èonjtigués égaux entre eux. 
En effet ; si dans les équation» 



X LA GéOMÉtRlE. 

c'*+ y* = a* 4- i% d'y^ î= flft , 
«n suppose al = y, on en tire les valeurs 



sft5 



a 



12 






a& 



âa& 



«' 



qui font connaître k grandeur de ces diamètres et 
l'angle qu'ils comprennent .entre eux. La supposition 
de a'= h\ dans les valeurs de (/% p% n* et m*, rend 
égales la première çt la troisième^ la seconde et la 
•quatrième ; on a donc tout ce qu'il faut pour déter- 
miner ^ .par rapport aux axes ^ la position de ces dia- 
mètres. 

Lor5qu*on y rapporte Inéquation de Tellipse^ elle 
prend la forme- 

et devient semblable à celle du cercle ; la seule dilFé-* 
rence qui subsiste est l'obliquité des coordonnées t 
et u; aussi peut on construire cette ellipse^ en incli- 
nant les ordonnées du cercle sous 1* angle que font les 
diamètres dont je parle : de là résulte un procédé assez 
«Impie pour tracer une ellipse par points ^ lorsque Ton 
connaît ses diamètres conjugués égaux. 

Je laisserai an lecteur le som d'effectuer les cons- 
tructions des expressions rapportées ci-- dessus. Ce que 
j^ai dit me paraît remplir le but que je m'étais pro- 
posé^ savoir^ da montrer comment on peut déduire 
les principales propriétés des lignes du second degré y 
par une méthode vraiment analytique ^ et indépen- 
dante des constructions géo métriques. 

i49> Ce n'est pas seulement en les rapportant à un 
axe des abscisses y par des ordonnées parallèles entre 
elles y comme on l'a yu jusqu'ici y que les courbes 
peuvent ttre définies par des équations ; il est à propos 
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de remarquer que tout ^stèi^e de ligues , propre à 
déterminer les differens points d'une courbe , peut 
également en fournir une équation caractéristique. 

La relation * 



a*— ex ex 

""a a * 



obtenue dans le xf? i3o^ entre le rayon vecteur FMz=rZ', 

Fig. 5a.^g. 5â y ejt Vabscisse OP z^ x , peut être considérée 

comme telle , p<ar rapport à Tellipse. Oa en dédiliit 

une eonstmction très-simple de cette courbe ; car en 

«e donnant a; ^ on obtiendra par des ligncis proportion*- 

ex 
Aelles la quantité — , et retranchant cette quantité 

de a , on aura z ou FM^ ensuite ^ du point F , comme 
centre^ et d'un rayon égal à FM ^ on décrira un arc 
de cercle qui coupera la perpendiculaire PM dans 
un point ilf appartenant à l'ellipse. Si l'abscisse tom- 
bait dans la partie Or de l'axe , x devenant négatif» 

ex 
il viendrait pour ce caszac;a+ — . 

Cette équation diffère des précédentes en ce que 

l'ordonnée^ au lieu d'être constamment parallèle à une 

même droite, change sans cesse de direction , et n'est 

assujétie qu'à passer par un point donné ^ aussi Téqua- 

ex 
tion z == a — — , quoique du premier degré , n'ap- 

partientplu9 à une ligne droite, comme lorsque ses 
coordonnées sont respectivement par^dlèles à des axes 

&CQS. 

Dans le système que ]e considère maintenant, il est 
assez naturel de placer l'origine des abscisses au point 
f y duquel partent les nouvelles ordonnées ou les 
rayons vecteurs , et de remplacer , en conséquence, 
0P :zz X par FP:=:x', ce qui donne 

x 



j 
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X ou OP'=zOF^J^Pz=zc — x\ 

et a = a ^— ^=: ; 

^ a a a 

mettant b^ au lien dea*— c*, oiraûra 

b^' + ca/ 

à .. 

Enfin. le plus souvent, on introduit l'angle IFJM à 
la place de l'abscisse x\ ce iqpi se fait en observant 
que dans lié triangle rectang^ FMP on a . 

FF = FMcos PFM, d'où a/ = — a cos IFM (a3) ; 
nommant donc^ l'angle IFM,. on obtiendra 
A* — czcos© b* 



Z 



'- T-î- , OU 2^25: p— J^t, 

a • • • a + c cos ^ 



Cette dernière équation est d'un grand usagç :dani 
l'application de l'analyse à l'Astronomie : on la nomme 
équation polaire , comme toutes celles doot 1^' or- 
données partent d'un même point qu'on appelle le 
pôle de la courbe. 

L'équation z = , relative à l'hyperbole (iSfl), 

étant soumise aux transformations précédentes, dé- 
lient successivement 



> j .. » 



c* — a'* — ex' b^ — ex' 



ML 



a a , . 

^i^= ■ > . ' « ^ .on « iÉ='- — — ' "-* * 



a-\^ c cos ^* 



Dans la. parabole , en .faisant FMs^z^ Jig. 54 > ®t 
à cause que FM= QM(^i5/Ç) , on a 

z == c' + X ; 
- Trigoni>métne, 6^ édition.- ' i5/ ' 



m6 app^lication db l'algèbre 
mais X représentant IP , il Tient 



ac' 



£ :$; 9c' — - «COS|i > ova^^s: — . 

i5o. Les trois équations polaires obtenues ci-dessus 
peuvent se lier entre elles, eu introduisant d^ns les 
deux premières , an lieu du second a;ce h ^ le para«- 
mètre , d'après lequel on a M= ^ ^p C^^T- ^^ ceXXm 
substitution, l'équation de l'ellipse, se changeant en 



o«4*ccos^Y 



^^F" 






1 + - cos^ 
a 

devient c^Ke de l'hyperbole,.ipiandae«t négatif et c]>(z 
{^) , celle de la parabole , quand oii fait c=a et a, 
infini, eas oùj»s=4e'. 

On peut encore faire -^= e, ce qui dpnnera 

^ ^ '^ 1 -}- e cos f 

Sous cette, forme ,, on aura VelUpse quand # <C 1 1 1< 
cerchs , si e=o j l'hyperbole , si e^ i , «tt que a soit 
négatif; la parabole , si e= i , et que a soit infini. 

Enfin si l'on vettt chasser a du résultat précédent , 
t!t le remplacer par la distance du sommet au Foyer, 
on emploiera la rektioji cr^n»-^c'(i37} quî donne 



l 



^f^ssU'^c', d*où «t= 



1 ^.e' 



O ^ doit être pris alois fçnu U «npplërnsp^ iW iPM,fis^ 53. 
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c' ( I •+• e) 

»t a = — p ^. 

1 + e cos 9 

i5i. Les propriétés fondamentales de Tellipse, de 
l*Iiyperbole et de la parabole^ énoncées dan» le n^ i3tf^ 
et qui ont Keu, soit par rapport aux taces, soit par 
rapport aux diamètres , se retroiiyent dans les diffé- 
rentes courbes qui résultent de l'intersection de la 

8ar£ace conique par un plan quelconque. En yoki 

les démonrtrations synthétiques. 

Soit ASB f Jig. 61 y un cône quelconque à base cîr- Fig.Gt* 
culaire, c'est-à-dire le corps terminé par la surface 
qu'engendre, en glissant sur la circonférence du cercle 
SiCBCt y* iMie^ droite assujétie à passer par le pointa; 
dans toutes les positions qu'elle preqd. l^ Il est évident^ 
que si Voncoupa ca cône par un. plan quelconque CSD, 
mené par son ^mmet «S» on obtiendra deux lignes 
droites qui répondent aux deux ppsitions prises par 
la droite génératrice ^ lorsqu'el le est parvenue tuc- 
cessiyeœent aux poânt^ C ^t D , dans lesquels le plan 
CSD rencont;'e la circonférence ACBD. a^. $i le plan 
cpMpaut e«t ACffD\ parallèle au plan de la base 
ACBD y la section sera uci cercle ,, ainsi qu'il est aisé 
de s'en convaincre , en concevant qu'on ait mené par le 
point S et le centre de ta base Xaxe SO du cône pro- 
posé , et que l'on ait fait passer par cet axe deux plans 
quelconques ASB et CSD ^èxmX les intersections res- 
pectives avec ACBD, X A!CffD\ soient AB et A*Bf^ 
CD et CD' ; car on aura alpr» les triangles semblaUee 

cas, ccys 

qui donaeront 

co : co' :: so : so', 

et les triangles semblables ^05^ AO'S\ quidonseroot 

AO\jea \\ so:s<y; 

i5.. 
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€t puisque par construction AO^=zCO , on aura 

' ce qui prouve que tous les rayons de la section y^'C^'Zy 
Bout égaux , qu'elle est par conséquent un cercle. 

Il est à propos d'observer que la surface du cône 
5' étend indéfiniment^ soit au-dessous du plan de la base 
ACBD , soit . au-dessus ' de sbh sommet S , puisque 
j rien ne limite la longueur de la droite géjDératrice;. et 

il est aisé de sentir que la partie Sb du prçlongement 
y de la drqite SB , décrit un second cône , placé daDS 

une situation inverse du premier. 

162. Ces préliminaires étant posés , coneevons qve 
le plan coupant ne soit plus parallèle à la base ACBÙ 
du cône , mais qu'il rencontre cette base suivant une 
fig. 6a. droite GH, fig. 62; j'abaisse sur cette ligne, da 
centre O, la perpendiculaire OG , par laquelle je fais 
passer le plan triangulaire ASB, Il est yiàibleque «i Je 
plan coupant rencontre en même temps les deux côtés 
SAetSB , et que par conséquent il n'entre point dans 
le cône supérieur aSB , la section /Mtm siéra une 
'Courbe fermée ou rentrante en elle-même. 

Cela posé , je mène , parallèlement à ACBD, deux 
plans EMFm, E'MF'wl ^ qui rencontreront en même 
temps le plan coupant IMï'tn : les. cpmmunes sections 
des deux premiers avec le troisièifie^ représentées par 
Mm» M'm'f seront parallèles. à GHj et par coz|séquent 
' perpendiculaires aux lignes EF et EF", qui sont pa- 
rallèles entre elles , comme étant les communes sec- 
tions des plans EMFm, EMFm' , par le plan ASB. 
Les courbes EMFm , E'MFirl étant des circonfé- 
trences de cercle (n** précéd.) , on aura 



PM = EP X FP, P'M =EP' X F'P'-, 
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mais la ligne//', commune aectioa dès plana ^^55 et ^ 
JMÏmy formant avec les lignes EF ^ EF' et les côtés 
du cône y les triangles JS/P , E!lP\ semblables entre 
eux, et les triangles FÏP , F7'P', aussi semblables 
eux ^ les deux premiers donneront 

EP\ E'P' \\ IPlIP", 

et les deux autres , 

FP irp'v.fPirp'y 

multipUant ces proportions par ordre , on aura 



EPx FP : E'P' X F'P' :: IPX rp : ip" x i'p'} 



et substituant kEPxFP et E'P'XF'P" , leurs va- 
leurs PM et P'M' , on obtiendra 



PM : p'M' :: IPX. rp : ip' x i'p', 

proportion qui exprime la propriété caractéristique de 
Tellipse, énoncée dans le n** iSg. 

1 53. Il est à propos de remarquer que si le triangle 
' SIf était semblable au triangle SAB , sans que la ligne 
// fût parallèle à ^5 , ce qui aurait lieu si l'angle SW 
était égalà^S^^ , alors SÏIle strsàlkSBA, les triant 
gles EPI et F/'P, devenant ^ussi semblables entre eux/ 
comme les précédens, donneraient 

EP \ rpwiPiFP, ou 'epxIft^Fpxïp; 

et parce que dan^ le cercle EMFm on a 



PM=.^PXFP, 

on aurait aussi '\ •• 

PM=:Fpx7p 
La section IMlni serait donc ôUe^inâne un cercle dans 
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ee cas , li lea ordoaaées PJlf étaient perpendiculaire» M 
diamètre //'; tnsàs pour que cette dernière condition 
0Oit remplie , il faut que la conumine section GH du 
^lan coupant et de la base du cône^ soît perpendiculaire 
à-la-fois sur la droite G A et sur la droite GI, c'est- 
à-dire , qu'elle soit perpendiculaire au triangle SjiB 
mené par Taxe , et que par conséquent celui-ci soit lui- 
même perpendiculaire au plan de la base du cône et an 
plan coupant. Lorsque ces circonstances se rencontrent 
ensemble , le plan coupant est dit tmtiparallèle à celai 
de la base ; et il en résulte que dans un cône à base cir- 
culaire^ la section antiparallèle à cette base est un 
cercle, de même qpe )a section parallèle. 

i54. Si le plan coupant était , par rapport aux eôt^ 
fig.^.du cône, dans la situation que représente la figure 63» 
c'est-à-dire qu*il pût rencontrer en même temps les 
deux cônes opposés ^ il formerait dans chaque cône une 
courbe infinie^ puisqu'une ibis entré dans le cône^ 
ce plan ne saurait plus en être dégagé. Les deux cônes 
opposés ne formant ^ à proprement parler, qu'une seule 
«si£ace> les deux courbes Kïk et K'J'k' doivent être 
regardées eoaune n'en composant qu'une seule. 11 «st 
facile de reconnaître déjà une ressembtanoe maïquée 
«ntre cette courbe et Tkjperbole; mais posnr prouver 
leur identfté, il faut de plus retrouver dans ia pre- 
mière une des propriétés caractéristiques de la seconde. 
En supposant que le plan jiSB soit déterminé comme 
dans le numéro iSa, qu'on ait mené le plan EMFm 
parallèle a JCBDy et tiré les drbites //% Mm, Wni^ 
qui sont les communes sections du plan coupantavec 
les trois plans AS6, EMFmy ACBD y on comparera 
les triangles JS/P , uf/JP', qui donneront 



« \ 



jEfl-;a£P',:;/rf»:iP'. 
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et les triangles semblables FfP , BFP^, qui donneront 
multipl,iant ces deux proportions par ûtàrèt il tiendra 



EPxFPijiP'x BP' :: jp X i'P î IP" xrp".; 

mais à cause que les sections EMFm et ACBD sont 
des cercles, dont les diamètres EF et AB sont per* 
pendiculaires aux lignes iX/m et Mni^ par construc- 
tion 3 on aura 



EPxFP:=:PM, AP'XBP'^P'M , 
et par conséquent 



PM{\PM* :: iPxïP iip'x.rp' , 

proportion dan* laqurile se troUTe exprimée la propriété 
caractéristique de rb3rperbole ^ énoncée dans le n'^iSg. 

i55. ïl me reste encore à examiner le cas où le plan 
coupant serait parallèle à l'uii des côtés du cône , ainsi 
que le montre la figuré 64* ^^ ^^ pourrait alors rencon-Fîg. 64. 
trer qu*nn8ent des deux cônes oppoàés; mais il né s*en 
dégagerait jamais ^ ensorte que là section Mîm serait 
une couil)e ouyerte et infinie > comme la parabole ^ 
avec laquelle je vais pronver qu'elle est identique. Les 
plans ASB , EMFm, ACBD y étant menés dans les 
mêmes conditions que cî-^essui , le pàraUélistne des 
lignes /P' et 5/^ , domw 

FPzzzBP*', 

d*an aotre côté , les triangles EIP , AIP', étant teflH 
blables, conduisent à 

EPlAP'llIPlïP^; 
Vxm dee termes du premier rapport par PT, 

\ 
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l'autM par £P\ il viendra 

ëpx'fp : Jp'xiJp':: jp j/p/. 

mais dans les cercles EMFm et AÇBD , on a'toojoura 

Pm'^ËP^'FP, Fm = ÂFxBF: 
on aura donc 

proportion qui n'est que l'expression de la propriété ca- 
ractéristique de la parabole, énoncée dans le n» iSg. 

i56. Les circonstances dans lesquelles les lignes du 
Mcond degré changent de nature , peuvent aussi se voir 
dans le cône. En effet . si le plan coupant passe par le 
sommet, sbns entrer dans lé cSné, la section se ré- 
duit à un pQbt qui correspond ,à celui qa'ou a re- 
marque dans le n° 116, 

Quand le plan coupant, passant toujours par le som- 
met, entre dans le cône, on a deux lignes droites ; et 
SI on écarte ensuite Je plan coupant du somipet du 
cône, en faisant mouvoir ce plan p'ar^lèlement à lui- 
même , on obtiendra une suite d'hyperboles, ayant 
pour asymptotes les droites ci-dessus, rapportées,, ou 
projetées j sur le. plan de la courbe, par des perpen- 
diculaires à ce f)lan ( 1 1 8 et 1 28) . 

Enfin quand le. plan coupant ««t parallèle an côté 
du cône , s'il passe par le sommet , il ne fait plus 
que toucher le cône suivant une ligne droite , mais 
qu'on doit regarder comme double -, car elle est la 
réunion dés^dèOîc parties de la.parabole , qui s'appro- 
chent sans cesse par le rétrécissement que subit dettW- 
courbe, a mesure que le plan coupant s'approche de 
son contact avec le cône (119 et ia8). 

iJ'oft autre côté , plus on éloigne da sommet dit 



i^m 



1 
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cône, mais toujours parallèlement à son côté, le plan 
coupant , , plus la parabole s'ouvre ou s'élargit vers son 
sommet , et tend par conséquent 4 s'approcher de la 
ligne élevée par ce point , perpendiculairement à son 
axe. 

167. Je vais examiner à présent les propriétés des 
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes 
du second degré. Pour suivre la méthode que j'ai em- 
ployée à l'égard du cercle en particulier (io5) , on 
prendra l'équation 

qui appartient à la droite passant par le point dont les 
coordonnées sont a et i8, et faisant avec l'axe des abs- 
cisses un angle dont la tangente trigonom étriqué est u^; 
on la combinera avec l'équation y=:mx+hc^, qui 
rentre dans A^tf^ + Cu'- — E'u' z=z o (1128), et qui 
comprend par conséquent les trois courbes du second 
degré. En faisant, comme dans le n" io5 , 

on aura 

et posant pour abréger .. ^ — A\ il viendra 

Vi + A"^ 

substituant ces valeurs dansTéquation j'=ma:+nx^, 
dh obtiendra cette transformée 

&''+2^AA'z+A^A'^z'^[ ^'^ + '^^'^ 

l +nte+QnA'<iz +nA'^z\ 

Passant^ous les termes dans un seul membre, et ordon- 
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liant par rapport k*, on troayera 
ce qnî revient à 

Dans cette équation , l'inconnue 2 représente la àâ»^ 
fig-65. tance E3f,Jig, 65 , entre le point donné JE, et l'un 
des points d'intersection Met3f de la droite proposée 
£M y avec la courbe AC; parle moyen de sa valeur,, 
on parviendra facilement à celles des coordonnées de 
cette intersection. 

Il est évident , par ce qui précède , qu'une ligne 
droite ne saurait rencontrer en plus de deux points , 
une courbe du second degré, 

i58. £n raisonnant ici comme pour le cas du cercle 
(107) , on yerra que les deux yaleurs de » doîyent 
devenir égales lorsque la ligne proposée ne fait plus 
que toucher la courbe , comme en N, parce que les 
points M et M' se rapprochent de plus en plus , à 
mesure que la ligne j^i/sapprocbe de EN, La diffé- 
rence des deux valeurs de & comprises dans la formule 

_ g^— im— /KC^^ /^ jA — jm—nAy W—meL-^nti* 
* (^»— n) ^ — V \ QA^—n)A' / {A^—n^A^ 

étant exprimée par 

""V V iA--n)A' ) ~ iA-^n)A'- ' 
et donnant toujours la longueur de la corde MM\ de- 
vient nulle lorsque les points M et M' coïncident , el 
fournit par conséquent , pour le point de contact Nr 
l'équation 

V (^*- n) A"-) iA--n)A'- ""^^^ 
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£a la développant > A'^ disparaîtra comme divifeur 
commun à toas les termes , et ia résultante sera Téqua^ 
tioQ qui doit donner A ^ et faire connaître par coosé*- 
quent la position de ?a droite EN , menée par le 
point E , tangentiellement à la courbe AC. 

Ne voulant considérer que les cas les plus simples , 
)e supposerai que le point E soit pris sur Vaxe des 
abscisses AP, fig. 65 ; il résultera de là iS = o , etrij.»!. 

( j m + ntt)^ mtt 4- n^* 

{A^—ny "*" A^—n ~^* 
équation qui se réduit ^ après le développement > à 

et donna 



I 



. • 

|/— 7IW6— n** 

Cette expression se préseate sous une forme imaginaire, 
mais elle peut devenir réelle par les valeurs particulières 
que recevront les quantités m, n et ee^ et cela arrive 
pour tous les cas où la position du point E et la nature 
de la courbe , permettent de lui mener une tangente 
par ce point. 

iSg. Il y a encore un cas dans lequel la condition 
de contingence se simplifie beauc oup ^ c*est celui où 
le point donné étant sur la courbe même y se cfoofond 
avec le point de contact. En elFet, ai le point E passe 
en M y fig. 65 , il y aura alors entre « et jS la même Fig. 65. 
relation qu'entre xrnty , sur la courbe AC , c'est<^- 
dire que 

/3» = m«+ n** ou fi^'^nuL-^ tut^tsz o : 

ce qui réduira l'équation (i) à la suivante : 

fi A — j TU — n* = G , 

ffoù 01^ tirera A =: l^LX^. 



\ 
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Telle est Texpression de Ik tangente de l'angle que 
doit faire avec Taxe ded abscisseâ, la droite TM, pour 
toocber la courbe AC. 

La position de cette droite serait donnée d'une nia-^ 
nièreplus coramode, si Ton en connaissait un second 
point; et celui qui s'offre le plus natureUeraent , est' le 
point T*, où elle rencontre Taxe des abscisses , et pour 
lequelj^ =o , dans l'équationy -^ /3 ===^(a: — et) (85). 
Il résulte de là 

— i8=-^(x — *) et X — et = -; 

A 

la quantité x—flc étant la. différence des abscisses des 
points M et 7', désigne la portion PT de l'axe AB'm 
mettant donc pour A sa valeur y on aura 

La ligne PT se nomme la soutangente ; et lors- 
qu'elle est construite, on obtient la tangente, en joi- 
gnant le point Met le point T par une droite. 

160. Pour connaître l'expression de la soutangentfr 
dans chacune des courbes du second degré en parti- 
culier , il suffit de comparer successivement les équa^- 
tions 

avec l'équation^* = mx 4- nixf'. En observant comme 
ci-dessus, que «t et iS, désignant les coordonnées du point 
de contact situé sur la courbe, ont entre eux les même» 
relations quex et j', et substituant en conséquence pour 



(♦) Dans la figure ,/> T'est la somme des lignes AT et AP, parce 
que Tabscisse A Tdu point T est négative par rapport à l'absoisse AR 
du point i^f (76). 
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4^ «a valeur, on trouvera, par la première équation, 
.appartenant à l'ellipse , 

par la seconde , appartenant à rhjrperbole , 

7W =p, 71.=-^, d OU iT=: ' ; — r = p ; 

par la troisième enfin , appartenant à la p&rabole, 
m=p, 71 = 0, à*oùPZ'=-: — -ri^= — 2*. 

Cette dernière expression , la plus. sii|^plf( des tcois , 
fait voir que dans , la . parabole , la souUin^nl^ e^t 
double de f abscisse* Le signe -—qui raiFQCte,.4insique 
les autreAylnjôntre.qu* elle doit être prise sur Taxe jiJEf^^ 
à» partir du point P, yer^ le côté ou se portent jes ^ 
jBégatifs; jnais comme la forme des courbes indique suf- 
fisamment de quel côté doit tomber ia soutangente, ,}e 
ferai désormais abstraction du signe de son expression. 

La.constfuctibn des premières; .expr.esfions n oiTre 
: IMS beaucoup plus de diÇScplté, :, on a ppar rellipsf 

a— et l^a^^tt II ttl . ' '■ i - z=si,PT,. : 

a — A 



pour rhyperbole 

a+Al 2a+*::flt *. / - =PT', 

a + flt 

. ainsi , tout se réduit à trouve^ de^quatrièmes propor- 
tionnelles. 

■ ' • > . , • I • . 

Il est bien remarquable que Te second axe- b n'entre 
point dans ces expressions ; il en résulte que pour une 
même abscisse , la-soutangente est la inême dans toutes 
les ellipses qui ont le même grand axe , et qu*il en 
arrive autant aux hyperboles. L'elîipse se changeant 
en cercle lorsque b'=a, on peut mener la tangente à 
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la pretniire de ces courbes par le moyen de cetle de 
Fig.56wk seconde; car si l'on prolonge l'ordonnée pu», ySgr. 56, 
jnsqn'àla rencontre du cercle décrit sur le grand axe, 
et <i«'on tire la droite nT tangente à ce dernier , au 
point n, la soutangente p7^ con tiendra aussi , d'après 
ce qui précède, an point m de l'ellipse, dont la tan« 
gente s'obtiendra par conséquent en joignant le point T 
et le point m. On aurait une construction sentblable 
pour les hyperboles quelconques , en partant des sou- 
tangebtes de l'hyperbole équilatère (is8). 

161. Quand on a la soutangente , il est facile d'en 
déduire les expressions de la tongviile, de la soi^ 
normale et de la normale .* oe sont les aoas qu'on 
Fig.(S5*dottne aux lignes TM^ PR et MR^fig. 65. Laprenière 
est la portion de la tangente comprise entre le point de 
contact et Paxe des abicisses ; la seconde est \^ partie 
de Taxe des abscisses comprise entre le pied de l'or- 
donnée Pilf etie point /{, où une droite m^ée perpen- 
diculairement i la tangente par le point M, renoontre 
cet a^e ; enfin la troisième est la longueur même <ls 
cette perpendiculaire , mesurée depuis le point M jus- 
qu'à l'axe des abscisses. 

1*. Par le triangle TMP ^ rectangle en P , on a 



a*. Les triangles PMTy PMR, semblables entre eux 
comme étant formés parlaperpendrculaire PM, abaissée 
de l'angle droit du triangle TMR , rectangle en M, 
donneront * 

PM 
PT'.PMV.'fVlPR, d'o4 PR^rp^ 

Z'. Il résulte du triangle iIfP/{ , rectangle en P ^ 

MR = \/^ + PR, 



À LA GÉOMÉTRI E. aSg 

Il est visible que .ces formulés conviennent à toutes 
les courbes » et que pour les appliquer à Fellipse » par 
exemple , il faut mettre dans la première -et dans la 
seconde y au lieu de PM et de PT^ les valeurs relatives 
â cette courbe y puis avec la valeur qu'on obtiendra 
pour PR et celle de PM , on formera œtle de MR ; 
il faudra opérer de même par rapport à l'hyperbole et 
à la parabole. Je me bornerai à rapporter ici tes résul- 
tats de ces substitutions , qui n ont par elles-mêmes 
aucune difficulté. Pour Tellipse 



ponr rii]r]»rbele 

pour la parabok 

On obtient des résultats un peu plus simples^ à l'égard 
des deux premières courbes , lorsqu'on compte les abs- 
cisses à partir du centre, ce qu'on ne peut faire pour la 
troisième , qui en est dépK)urvBe (ifiS). Poar parvenir à 
ces résultats, il suffit defairefle=a-* «&'^ dans l'ellipse » 
et«e=«' — a dan» l'hyperbole (157);*' sera la nou- 
velfo abscisse prise à partir du centre : ces substitutions 
et les réâuctioB« qui s'ensuivent étant effectuées , il 
viendra pour l'ellipse ^ 
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pour rhyperbole , 

i6a. Qtielqn*élégante que doive paraître I9., méthode 
employée cî-dessus ^ pour . mener les tangentes aux 
courbes du second degré , je croîs. ne pas devoir passer 
sous silence les solutions synthétiques que les Anciens 
ont données de ce problème, et je ^vais iç% exposet 
succinctement. 
Fig. 52. !<>. Par lepo^nt M, priaèur F^lipse,^. 63, on mènera 
les deux rayons vecteurs FM et jP'M; on prolongera 
Tun d*eux , FM par exemple , d'une quantité MQ 
égale à FM\ on tirera ensuite FG , et la droite MB 
perpendiculaire sur le milieu de FG , seratai^gentè an 
point iR/; car elle n'aura que ce point de commun avec 
la courbe. En effet , si l'on prend un autre point quel- 
conque iVsur cette droite , et qu'on tire les dfbïtes FN, 
F'N, on aura . 

F'N + NG:>rG, 

ce qui revient à 

F'N+FN>F'M+FM:>ir', 

car par la construction MG = FM , NG = FN-, et 
comme il .est aisé de voir que pour les points placés 
au-dedans de l'ellipse^ la somme des distances à chacun 

des 
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cks Foyer$ est moindre que ]e grand axe> il suit d« -. 
ce. qui précède que le point N est hors de l'ellipse » 
puisque la somme de ses rayons vecteurs est plus grande 
que Taxe //'. 

Cette construction montre aussi que les angles Fil/iST, 
F'MN, formés par les rayons vecteurs et la tangente , 
sont égaux ^ et que la normale au point M, diviserait 
en deux parties égales l'angle FMF\ 

a®. Lorsque le point proposé M est sur l'hyperbole, 
Jlg. 53 , il faut porter le plus petit rayon vecteur FM^ Fig. 55, 
sur IfT plus grand F'il/, et non pas sur son prolonge- . 
ment ; achevant la construction conmie ci-dessus > on 
aura pour ce qis 

^ F'iV< F' G + NG<:^ F' G + FN y 

d*où il suit 

F'N —FN<:F'G<: F' m— FM, 

ce qui prouve que le point N n'est pas sur l'hyperbole. 
II n'est pas placé dans l'intérieur de cette coiirbe , car 
il faudrait, pour que cela fût, que la différence des 
distances à chacun des foyers surpassât le grand axe. 
£n effet , si on tire F'm , on a 

F'm — Fm'=iF'm-\-Mm'^FM, 
et comme F'm + Mm surpasse F^M, il s'ensuit 

F'm — Fm > F'itf— FM. 

L'égalité des angles FMH et F'MH, ou RMN, ré- 
sulte encore de cette construction. 

3^. Lorsque le point M est sur une pAf^ole^^g. 54 Fig. 54. 
il n'y a plus qu'un rayon vecteur , mais l'autre est rem- 
placé par la droite QM parallèle à Taxe IB , et le point " 
Q tient Veu du point G, puisque QM=iFM. Considé- 
rant ensuite un point iV placé avant ou après le contact, 
Trigonométrie. 6* édition. i6 



/ 
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M A en même temps Qlfèt FN '> ON\ le point N 
est donc bors de la courbe. 

De la construction ei-deB»ud ôh déduit Tégalité de» 
angles FMH ^ QMH; et il faut observer que le dernier 
test égal à NME , formé par la tangente et la droite 
JlfE parallèle à l'axe TS. 

Si on appliquait le calcul à ces constructions, on 
trouverait les résultats obtenusvdans le numéro pré- 
cédent» 

«6S. La considération des tangente» de l'hyperbole 
conduit, à une particularité très-rematqviablei de la- 
quelle il résulte que quoique son coti0l s'étende à Tii»^ 
fini, chacune de ses branches demeure néanmoins tou- 
jours renfermée entre les côtés d'un certain angle, 
sans pouvoir jamais les atteindre , ainsi qu'on le voit 
dans la fig. 67. Cette circonstance , qui s'est présentée 
d'une autre manière dans le n^ 1 1 S , se retrouve en- 
core en observant la marche de la soutangente PT, à 
mesure que le point de contact^/ s'avance sur la courbe 
et s'éloigne du point/, ou, ce qui e5t la même chose, 
à inesure que l'abâcisse OP augmente» £n désiâ^naat 

x* — a* 
OP par X, on a (161) PT:^ ■ ^ — 5 et comme 

OTz=lOP — PT, il vient 



X 



OT—^^ 



x"" — a* a* 



X X* 



On voit évidemment piat-ee résultat que plus x croît 
^ùs OT'îdiÉiitftte, Ht plud le point 7^ s'approche du 
]pohit O, q<ii'il ne peut cep^ehdant jamais atteindre» 
puisqu'une fraction ne peut famâià devenir absolument 
nulle » tant qae son numérateur ne s'anéantit pas; le 
pofent O doit do«e être regatdê fcomme la limite vers 



I 



laquelle le point T tend sans cesse par le progrès de 

Tabscisse. Il faut exantiner maintenant les changemens 

qu'éprouve, dans les mêmes circonstances, l'angle 

MTP qui détermine la situation de la tangente par j 

rapport à Taxe des abscisses. La tangente tngonomé' i 

trique de cet angle a pour expression . y | 

' MP hx 



PT a[/x'-^a' 



(30), 



et prenant la forme \ — , lorsqu'on divise ses 



/ ?' 



deux termes par x, elle tend nécessairement vers la 



i 



b a* , 

quantilS — à mesure que la fraction --^ diminue , ou 

â mesure que x augmente; l'angle MTP ne peut 
donc diminuer indéfiniment, et la limite qu'il ne sau- 
rait atteindre , mais dont il s'approche sans cesse , est 

l'angle JSOJ , dont !a tangente trigonomé trique est - ; 

l'hyperbole ne peut donc jamais parvenir à toucher la 
ligne £0, quelque prolongées qu'on lès suppose l'une 
et l'autre» \ 

Pour construire l'angle EOIy il faut prendre sur 
l'axe //' une abscisse à volonté, le demi -axe 07, 
par exemple^ et le triangle rectangle £GI donnant 
£1 = O/ tang EOI, on aura 

a 

puisque OI=za. Élevant donc au point/ la pèrtie»» 
diculaire EIz=zb,\a droite CE, qui jpiudra les points 
O et JE^, sera la limite de toutes les tangsates de la 
branche IK de Ffayperbole : )'ai déjà dit que cette 
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limite œ nomme asymptote. Il est évident qu'il en 
existe uoe «econde , Oe, placée aji-dessous de l'axe If, 
faisant avec cet axe le même an^e que la preiçière, et 
servant de limite aux tangentes de la branche Ik. 

164 ' 11 ne sera pas inutile de montrer comment on 

passe de F équation de Fhyperbole relative â ses axes , 

à celle qiu a lieu par rapport aux asymptotes. Pour cela^ 

que Von mène parle point M^ parallèlement à Tasymp— 

ptote Oe, une nouvelle ordpnnéé QM, et que l'on 

fasse ÇO =f, QAf = u; l'angle EOI compris entre 

Taxe des^, Q^> et celui des x, //, aura évidcm- 

0/ . lE 

ment pour cosmus -— g;, pour sinus j^, et comme 



il en résultera (lafl), 

b b . 





|/a* + ^* 


Considérant ensuite Vaxe des 


u, Oe, on trouvera 


coscOi=-— -, 
Ue 


sm eOi= 77- ; 
Ue 


et comme Oe = OE, Je = 


: — /£, il viendra 


a 


— b 


"^ \/a^^b-' 


■' \/a^ + b'' 


et par les formules générales 




X — mt^pu. 


y = nt + qu. 


oa obtiendra 


1 







J 



1 
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Substituant ces valeurs dans Téquation 

elle 86 changera , après les réductions , en 

^-=., ou t«=-Ka'+6»). 

Cette dernière équation , semblable à la transforméo 
de la page 174» met bien en évidence la propriété 
dont jouissent les asymptotes 5 car on en tire 



u 



= lâl±i2, ,. ç;^=i^. 



ce qui montre que l'ordonnée QM va toujours en di- 
minuant à mesure que le point Q s*éIoigne du point O, 
mais qu'elle ne peut jamais devenir nulle. 

Lorsque Thyperbole proposée est équilatère (ia8) , 

6 = a; la tangente de l'angle EOI, exprimée par -, 

se réduit alors à 1 ; chaque asymptote fait par censé* 
quent avec Taxe Jl' un angle égal à 0^,5 , et les deux 
comprennent entre elles un angle droit. L'équation 
f a = j ( a* + i* ) devenant ft* =3 -Ja*, montre que le 
produit des coordonnées t et u est alors égal a la moitié 
d|i quarré du demi-axe trans verse OI, 

Il est à propos de remarquer que si l'on mène par le 
point / les droites JD et Id , respectivement parallèles 
à Oe et à OE , on formera un losange dont les côtés 
JD et Jd seront I par rapport aux asymptotes , les 
coordonnées, du point / situé sur Taxe ; on aura par 
conséquent 
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d'où on tirera 
et en général 

Dans le cas de Thyperbole éqaîlatère , le losange Dd 
devient un quarré, puisque Tangle DOd est droit. 

Le quarré JD y équivalant au quart de la somme des 
quarréa dea demi-axe$de rbjperbole, est ce que les 
anciens géomètres désignaient sous le nom àt puissance 
de rhyperbole. 

i65. Il est \isiblt q«e si Ton prolonge le» lignée MP 
et iPJf , ordonnées relatives à Taxe //', jusqu'à la ren- 
contre des asymptotes OE et Oe, loi pi^rties MR et 
M*R de ces ordonnées^ interceptéea enjtre chaque 
brancilie de courbe et son asymptote» sont égales, etxtre 
elles : la même propriété a lieu par rapport à une droite 
quelconque, menée par un point quelconque de Thy- 
perbole. Si Ton tire, par exe^nple, MN\ on aura> 
ùMz=z G'N', quelque position qu'ait MN\ Pour s'en 
convaincre , <mi commencera par observer que 

PR = PRT = —, 

a 

MR = PR — PM = * (a?— |/(a:* — a^), 

MR'^PR" + PMr=:i - (^ + t/^?"^^^^^^ )^ 

MR X MR' =;=**. 

On mènera enjoite parle point N', la droite SS" pa- 
rallèle à MM'; les triangles semblables RMG, SN'G^ 
donneront 



^^ntt ««/^ •■ •"'^f^ .. ^— f^^^r^^r» 
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Ci»/ : crf :: ii/ii : WS; 

les triangles semblables G'N'S' et R'MG\ donneront 

(yM : G'iv t: JifR* : N'S'; 

multipliant ces deux proportion» pv ordre, îl Itriëndr» ■ 

GMx.G'M'. GN' xViV' : : iwïï X Mp: : w'5 x JV'^; 

et comme en vertu de ce qm pTécède , on a 

i 

oh en conclura 

Mettent A U place de &M et de Gtf, leure Teleur» 
C'N'-i'MN'; GM^MN', faisant les réductions qui 
«e présentent après le^ multipUeations în^quées, on 
auta enfin . • ^ 

aAfxilfiV' = GWxilfiVV ou C3iT=zQ'ir. 

1 66. Avec le secours âé la propriété qui vient d*être 
démontrée , on décrit bien simplement Thyperbole pay 
points , lorsqu^on a les asymptotes et un seul point JM» 
On tire par ce point uq trèsrgrand nombre 4e 4^ites 
comme il/JV', on prend Id partie GM comprise entre 
le pointa et Fasyisiiiftote qui eii eftt la plus voisine^ 
pour la porter de G en iV^, ce qui âonne un nouveau 
poÎQt IV^de la eourbe ékércbée. 

Quand on a les asymptotes/ oh trouvé là direction 
de l'axe II' en divisant en deux parties ég^ea l'angle 
qu'elles forment; et comme la tangente de Tangle 
JE O/ donne le rapport dcj§ciemi-0x«s, a ^ & (<6^> *! 
è9t 4isé df déterminer ces quai}tité«dè»qu'Qà ^owén un 
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point de l'hyperbole. L'équation Pil/ = — ( OP — a*) 

ex* 



;i lu. A*XOP—PM 

oonne sur-le-champ a*x= — -^ , en rcpre- 

tentant par uf la quantité -. 

167. Outre Ilijperbote dont les branches sont Klk 
et Krk\ \es^ lignes OS et O^ comprennent encore 
une autre hyperbole HLh , B!llh\ décrite dans les 
denit autres angles que forment ces droites, de ma^ 
nière que Taxe transverse If de la première est le 
second axe de la deuxième , qui a pour axe trana^ 
yerse LU ^ second axe de la première. La relation 
qn*ont entre elles ces deux courbes , les a fait nommer 
hypërbples conjuguées ; elles ont même ymsscaice ,' et 
par conséquent, leur équation est la même à Tégard 
des'asymptotes : senleraent, Tangle de ces lignes , ou 
des coordonnées diffère de Tune à l'autre. 

• 168. On a vu par la forme de Téquation du cercle, 
qu*il fallait trois points pour le déterminer : la même 
considération s'applique à une dourbe quelconque; et 
il est évident qu*il faut en général autant de points 
que l'équation de la courbe demandée renferme de 
coefficiens nécessaires. L'équation 

' % s 

qui appartient aux courbes du second degré en géoér^^ 
étant m^se sous la forme 

ae contient plus que cinq coèfficîéns b, c^ dy$etfy 
il suffira donc de cinq points pour particulariser la 
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courbe du second degré qu'elle représente. En effet > 
si les coordonnées de ces points sont respectivement 

&i' êf i' ff i' er ]' r y 

en formera les cinq équations suivantes : 

^ + tceiS 4. ca* + rf^ + e* = /, 

/8'» + hdl9>' 4- c«'* + d^ + e*' = f, 

• <S"* + h<t"9P + ca"* + rf/S" + e*" = /, 

ig*» 4. h^ff' Ar cct"^ + iâ"' + ««"'=/; 

N'ayant pour but que de démontrer la possibilité de la 
détermination des lettres b,c, d, e , f , et le nombre 
de conditions qu'elle exige , je ne m'arrêterai pas à 
effectuer les calculs qu'entraînerait cette opération , 
pour lesquels on peut consulter l'ouvrage de M. Puissant^ 
cité à la page 166, et où Ton trouvera sur ce sujet 
et sur ses applications, les détails les plus importana; 
)e me bornerai à faire observer que ces équations 
peuvent devenir contradictoires entre elles dans cer- 
tains cas particuliers. S'il arrivait , par exemple ', que 
trois des points donnés fussent en ligne droite , il ne 
serait pas possible de faire passer une courbe du se- 
cond degré par ces points , puisqu'aucune courbe de ce 
degré nepeiit avoir plus de deux points communs avec 
une même droite (157). 

On conçoit que quand la courbe est donnée d'espèce 
et de position , il faut moins de conditions pour la dé- 
terminer. Par exemple , pour achever de particulariser 
une ellipse dont le centre et le grand axe sont donnés de 
position^ on n'a besoin que de deux points ; car 
on peut alors prendre ce centré pour l'origine des 
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coordonnées., et ce grand axe pour celui des absc&se»; 
et r équation a'^H-A*^c^*= o^i% relative à ce cas, n^ 
renferme que deux coefficiens , a , 6 , qui se déterminent 
par les équations 

iGg. J'ai démontré dans le numéro 73 , que Véqua- 
tîon du second degré se construisait par le moyen 
d'une circonférence de cearcle et d'une droite , et dans 
le numéro io5, que le* deux racines étaient dopnée» 
par les deux inteiseotious que peuvent avoir entre 
elles ces lign«« , ensorte que Ton considérait Téqua- 
tion proposée comme résultant de l'élimination d une 
ÎQCoanue e^tre deux équatiobs 4 deux hnàk^esftwàk^s , 
Yui^ appartenant à la droite , et l'autre au cercle -, si 
l'on généralisa ce poiut-^e-vue , on auv» le moyen de 
cûostruire deai ^fuatioQS d'wa degré quelconque. 

Eu effet, si Ton a, par exemple^ l'équation 

■ * 

qui peutreprésennif toute équation du quatriènie de- 
gré , dont on a fait disparaître le second terme , il est 
permis de la supposer produite par. ^élimination d*une 
ia«onnuej^, entre deux équations du second degré , 
reafermant en même temps x et y , et appartenant 
par conséquent à deux courbes. Trouver ces équa- 
tion» est un problème indéterminé , car if «y a une 
infinité de systèmes d'équations qui peuvent conduire 
à la proposée \ on en preu^ dwç uue a;rl;)it;r%rei?s^pt. 
Soit af=py\ on aura 

et substituant dans Véquation proposée , il vieadrai 
Py -^ ^*/>)i •+' c?ar — # =3 o ^ . 
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OU 

*• f? d^ 

Il est aisé de reconnaître que cette équation appar- 
tient à une parabole (128) ; et po\jr la mettre sous 
la forme la plus simple , il sufiit de faire ^sparaîtr^ 
le terme multiplié par y , ce qui s'effectuera en pre- 

Ou aura y après la substitution ^ 



c^ i4 + 4d4 



; 



ce résultat peut s'écrire ainsi : 

montre que la parabole à laquelle il appartient ^ a 

pour paramètre la quantil;^ -*^, et que lea ahscâssés 

comptées à partir de son sommet , sont égales à 1<I 

dilFérence entre la quantité — ^^-3 — let les ordon- 

uéas de I9 premièrei parf^bole , d%ns laquelk x^Tszpy. 
Eu çffet ^ si YaiK porte perpeadionlaireinent à Fax« AB 
dea ibâcis^eâ ^^ J^, 6S » et du oôlé dea ordonoces po^^ ^9* ^ 

sltives, une distance AA' -=1 — , la droite ^'jB', me-i 

née parallèlement i ^^> 6fr« Faxe à partir duqurf 
on doit prendre les 1/. Le sommet de la pjirabole 
dont y désigne rordbnnée^ correspondant au peint 

où l'on ay=o, ce qui arrive quand a:;?: — "Tg ■ ' t 
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il faudra firire AD'=^ — . 3 , et ayant élevé DI a 

angle droit sur AB , le point / sera le sommet de la 
seconde parabole G/JET » A!J en sera Taxe ; et connais- 
sant son paramètre , rien ne sera plu$ facile que de la 
construire par points, suivant le procédé du numéro i55y 
Quant à la première parabole J^^F^ donnée par l'é- 
quation x^z=,py^ il est visible qu'elle a son sommet à 
l'origine A des coordonnées , et pour axe celui des y» 
AC. Lorsqu'elle sera construite, les points ilf, if^ 
M" y M^y où elle rencontrera la parabole GIHy an* 
ront des abscisses égales aux racines de Téquatioa 
proposée , puisqu'à ces points les valeurs de x satis- 
font en même temps aux deux équations 

desquelles résulte la proposée. 

La quantité p , introduite par l'équation de la pre- 
mière parabole, demeurant indéterminée , peut , • pour 
simplifier la construction , recevoir telle valeur q u'on 
voudra lui assigner , excepté zéro. 

Pour représenter le cas le plus général , j'ai dispo^ 
l'équation proposée et la figure j de manière que les 
deux couifbes se rencontrassent en quatre points ; mais 
cette circonstance n'aura lieu qu'autant que l'équation 
proposée aura ses quatre racines réelles. Si, par exemple, 
l'axe A'I de la parabole GIH tombait au-dessous de 
AB y et qui arriverait si le terme 6^f»y avait le signe -)- , 

puisqu'il faudrait faire alors^ =y — -^, il n'y aurait 

que deux intersections au plus, car il est bien clair que 
la branche JH ne pourrit plus rencontrer la para-' 
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bole EAF; «dans certains cas même, la courbe GIH 
se trouvera toute entière au-dessous de EAF ^ et 
alors les racines de la proposée seront imaginaires. 

On voit au reste par cette construction » comme par 
la théorie des équations , que l'équation du quatrième 
degré ne peut avoir qu'un nombre pair de racines 
réelles , puisque les deux paraboles EAF et GIH ne 
peuvent se couper qu en deux ou en quatre points. 

1 70. Il suit aussi de là que le cercle et la ligne droite 
ne se rencontrant pas en plus de deux points, ne 
peuvent résoudre que des problèmes susceptibles d'être 
ramenés à des équations du second degré , et ne sau- 
raient par conséquent suffire pour ceux qui passent ce 
degré, tels que les problèmes de la duplication du 
cube et de la trisection de Tangle , si fameux dans 
l'antiquité. 

Parle premier, il s'agit de trouver le côté d'un cube 
dont le volume soit double de celui d'un autre cube 
donné. Si a est; le côté de'^ celui-ci , et x le côté de 
l'autre , on aura cette équation : 

' a? = aa^, ou x^ — fla^= o. 

Pour la comparer à la proposée , il faut l'amener 
au quatrième degré , ce qui se fera en la multipliant 
par X , et on aura 

comparant avec x* — 4*x* + c^xr— cP= o, il viendra 

i=:o, c^=:— aa^, <{=: 0. 
Les équations des paraboles à construire , seront par 



aa^ 



conséquent x'szr/y, j^= — x; et si Ton prend 
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*• — flf, J- — aBJT. 

Ift wecoaàt covrlie aura vn paramètre double de ceint 
de la première. Ca c om be» pasniKir tontes deux 
Fis>69,par Torigme j# , J^. 69, poisqn'on anra x = Oy 
y=Oy dans Tmie et dans Tantre en même temps ^ 
dic9 s*]r coopérant , et cette intersection donneTax=o, 
qni Tient dn facteur introdoit pour éleTer an 
degré de réqnatîon â conalmire. La Egare 
■Kmtre qne Fon ne peut aT<Hr en ontre qn'nne seule 
ncine réelle jiP^ et en eSet . on a tu , dans les Élé^ 
wutns fÂtgèbftt^ ^e réqnatioaJc'»-3ii'=o,n'en a 



171. Le proUcmede la trisectionderanglle apour 
objet de partager on angle on nn arc en trois partier 
égale», eeqns*eScctHcrait8afes peine I â» connainant 
la corde onle wns d'un «rc^ on obtenant la. corde ou 
le sûraa de «m tien. Cett« question n'est qu'on cas 
partîcvlier de la l^éanmàtl^ amicisection des ai^es, 
que je ne sanrais exposer ici, mais dont on trouven 
les bases dans lliitrodnction an Ttaité au calcul 
différaUiel ci du Calcul intégral; elle se met en 
équation par le moyen des formules dn numéro 1 1 1 
qui donnent 

r 

- . 4cos A^ — 5iR*cos A 
cos oA = -^ '-=zz ^. 

Si l'on regarde cos 3>df comme donné ,^\ que l'on prenne 
cos >^pour l'inconnue , on aura, en faisant cos ZA=za 
ttcoBAz:^x , cette éqnati«i : 



) 
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qui , étant multipliée par x et cooiparée à Fécjuatian 
donnera 

Ofi aura encore ici une intersection au point A 
correspondant à jlâ racine x = o , et les trois autres 
points d'intersection donneront les trois racine de 
l'équation 

x'— |ffx— l/i»a = o. 

Il semble au premier coup-d^œil qu*oa ne devrait 
avoir qu'une racine réelle , et qu'il n'y k qu'une seule 
manière de partager un arc en trois parties égales ; mais 
en y réfléchissant avec un peu d'attention , on recon- 
naît qu'il y a trois arcs qui doivent satisfaire à la ques- 
tion proposée , car les arcs 5A, 2^ + 3-<^, 4^4"3-^,t 
qui ont le même cosinus (23) » étant divisés par 3 , 
donnent les valeurs 

x=cos-^, x = cos(|jr-j-uO> x = ços(f9r4--^), 

essentiellement différentes (^). On ne peut en avoir 
d'autres , parce que les arcs Gtt + 5 A , Stt -j- ZAy etc. 
qui ont encore le même cosinus que A , étant divisés 
par 3 , conduisent ^ûux arcs ST-f-^, ^*^+% ^+-^» etc. 
et que 

cos(2T+>^=coaurf, C08(fiT-f-37r4--<^)=C0s(|^-^^ , 

etc. 

172. Avant que les méthodes d'approximation eussent 
atteint le degré de perfection où elles sont portées au- 



{*) L'équation ci-dessus tombe en effet dans le cas irréductible» 
( Voyez le Complément des Élémens d'Algèbre.) 
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jourd*hui , le» géomètres s'appliquaient beaucoup â 
la construction des équations, et faisaient tous leurs 
eiFortspour TefFectuer par les courbes les plus simples , 
ou les plus faciles à décrire. C'est ainsi que Halley 
donna une méthode pour construire les équations du 
tfoisièroe et du quatrième degré par le cercle et la 
parabole \ et cette méthode a quelque avantage sur 
celle dû numéro i6g , en ce que le cercle qui remplace 
une des paraboles , se trace par un mouvement continu : 
mais le peu d'usage que Ton fait à présent des cons- 
tructions, dispense des détails à/ cet égard, je n*en 
indiquerai en conséquence que Tesprit. 

£n posant l'équation d'une parabole, sons la forme 
^ = my , et l'équation générale du cercle 

Qr^py+iy — qy=r* (94), 

si l'on développe cette dernière , et que l'on en chasse^ 

par sa valeur — , tirée de la première , on obtiendra 

TU 

l'équation 

a* — m(aqf — m)a^ — Qmyx — (f — p' — g*)/»*^ o , 

4Mmblable à l'équation à construire 



.•t r 



et l'on aura, pour déterminer les quatre quantités 
incoxmues m, p ^ g et r, les trois équations 

i* = 7ïi(2(/7-m), 

d4 = (r* ^ p» — ç*)m* : 

on pourra par conséquent disposer de l'une de ces 
quantités pour simplifier les calculs. 



) 
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$i Ton fait 9 par exemple , m=izb , il viéDdra 



q — h, p=^ 



valeurs aisées à construire ; et qui donneront la posi^ 
tioh du centre et le rayon du cefcle à décrire con-> 
)ointement avec la parabole que fournit l'équation 
a^z=.by. Je n'entrerai point dans la discussion des 
Êas qui pourraient exiger un autre choix dans la valelir 
assignée à Tune des inconnues^ et je terminerai ce Traité 
par r exposition d'une méthode qui réunit à Tavantage 
de s'appliquer auX équations d'un degré quelconque^ ce* 
lui de peindre les résultats obtenus analjrtiquement par 
la théorie de la coiïiposition des équations» 

173. Pour fiter les idées, je supposerai que T équation 
à construire soit seulement a -^ 3j?4- ex* + di^ =î= o ; 
et )e ferai 

I^ttisque dans les points où la courbe représentée par 
cette detnière équation , rencontrei^a Taxe des abs- 
cisses, on aura y *= o, il s'ensuit que les abscisses de ces 
points seront les racines de Téquation proposée ; la 
-qwffltîrm sera donc, réduite à construire la courbe dont 
îl 8*agit , ce qui est facile , après avoir rendu son équa- 
tit>A homogène, en y restituant les puissances de Tu- 
ïiité (71). On obtiendra en effet 

, bx , €3!^ ; ds? 



n 



n' 



n 



3 » 



résultat dont chaque terme se construirait séparément 
.^r les ligues prpportionuell^e • (68) ^ mais voici un 
moyen délier entre elles d'uiie manière commode ces 
différentes opérations^ 

Trigonométrie^ 6* édition* ' 17 
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ï*»g- 7o« On mènera , fig. 70 , Taxe ,-<rf^ des abscisses ; par 
l'origine >^ ^ on élèvera perpendiculairement à cet axe» 
la droite jiC , qui sera celqi dès y \ tX ayant pris 
éur le premier la partie AD z=ny et mené DE pa- 
rallèle à jéC f on portera sur cett« dernière dea 
parties 

on tirera ensuite //iC parallèle kAB\ on )oinâra les 
points 77 et K-p2LT une ligne qui coupera enL la ligne 
PR élevée perpendiculairement à AB , sur Tabscisse 
AP = a; ; on mènera ML parallèle à AB ^ popr déter- 
miner sur Z>J5^ le point ilf, que Ton joindra avec le 
point G'; par le point JY, où M G rencontrera PR ^ 
on tirera OiV parallèle encore à AB , et joignant le 
point O avec Je point F, la droile OF donnera sur 
PR un point Q , t«l queP<Ç>5=y. 

En eifet , on a , par les triangles semblables IKH 
etH'LH, 

JK {n) : BL (x) :: Eiid) : HS' = -^, 
d'où ^ 



n 



des triangles WUG et aUG, il résulte. 

et par conséquent 

ex . tîx* 
FG^=FG+GG' = fr + -j^+-^; 

enfin des triangles GOF, F'QF, on conclut 

(rx dx*\ --, 6x . ex* , dx* 
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ce ^i àotme panr denier réault^t , 

On étendra sans peine ce procédé au cas où l'équa-* 
tipn proposée aurait HA nombre qfielc.Qnquede termes; 
ft lorsqu'on aura o|>tenu at sez 4e points pour caj:acté<" 
riser 1^ marche d^ U.c«wrbe^ on reconnaîtrai aisémeot 
de ipoiii])i«A de r^i^nei réelles cette équatiçin est «ii#* 
cpptiMie* 

174. Si le coijr^dela courbe est tel que le repré- 
sente 1^ ligne XEÇILY^ ^. 71 , elle rencontrera cinqFig. 71, 
fois' Taxe des abscisses , et indiquera par conséquent 
que l'équation dont elle dérive a uii pareil nombre 
de racines réelles : cette équation ne (Ky^af ra être d'un 
degré inférienr au cinquième. L équation proposée 
■era ' ' t - ' ■ 

et celle de la courbe à construire. 

jr î= a + èr 4- Cx* + Jjc^+ e;c^ -f^^yi^ -f- etc. 

Jl^eat évident i^oe l^ç.vflâeuçs ftampriç^é ^e Tor- 
^onxiéey , ne soiit aatre chose que i^ vémk9t9. qu'on 
tire de réqiiAtiofipi:x>p<Méej en do.nnaQt à x Jes va-* 
leurs correspondantes aux différentes absci.sses qu'on 
a choisies arbitrairement :'Iâ côurBe "XEUWY o'ffre 
donc «en quelque; sorte l'équivaèent du tablctol} dans 
leqqel ces . résultais, setaiept inçiçrits:,, pà^\p .ftv.ei; cet 
avantage^ qu'en vertu de la loi de continuité , qu'on 
4»eiit bien ihîeux dan« les lignes que^dalvs^ l«!«ri(mbres > 
lea inte^ryalks entre deux subsl^tutîoDi^f^iCGeââives ^e 
remplissent avec Ja^]^s grasde feeiiit^? Ajnot oal^- 

1(7.. 
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calé, par exemple, le. ordonaée. P'P, Q'Q.j*^' 
fort proche, le. «ne. de. autre. . et joignant leur, ex- 
trémité, par un trait continu, sans angles^ m jarrets , 
on a d'une manière a.«a exacte le. ordonnée. «^ 
termédiaires. 

On observera , i*. qae pui*!»» Véq-ation de la 
courbe ne renferme que de. pnwwlnce. entière, et 
ToS^e. de X. chaque valeur de cette »determm«e 
ne donnera pour y qu'une .eûle valeur qo. «rafime 
ou limitée tant qn» x le «ra, maU q«e J' «ra «.cep- 
tiUe de prendre de. »ccrois.emen8 illimités , lorssqne 
X en recevra de tel. , et que par con.équentla ronrbe 
X£G/Lr doit .'étendre à l'infini, de chaque côté de 
Vaxe AC de. y. 

a». L'inspection «ulede la figure fait voir que la 
courbe XEGILY no saurait pàJiwr A'un côle de la» 
JB à l'autre , sans rencontrer cet axe , on ana\ytir 
«uement pariant, que l'ordonnée jy ne peut changer 
de «gne .an. devenir nulle O ; d'où il smt que « deux 
substitutions faius dans féguation proposée , donnent 
4euxréiultats désigne contraire ,Uy a nécessairement 
une racine TéeUe comprise entrt les valeurs de x em- 
ployées dans ées substttutionî. 
• «ï» Si l'on prend «ir la même courbe deux point, 
placé, du même côté par rapporta l'axe AB . « y aura 
îonjour. entre eux un nombre pair d interaction* de 



(♦) CeUcttrti dM» o. CM, pwe ^tV^v^i»^ <le y «t «» 

• : «k. MToW*— ~^ la succession des Talcms 

^^=-a.Ctst*msiqnelesbranclies dé l'bypérbole, consid^ 
^écemxtBmti^m^oiin, ^oniM^^^^^^i^^*' 
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la courbe et de cet axe : on en voit en effet deox entre 
E et J, quatre entre EetY, ou entre Xet Ly etc. 
ou bien il n'y en aura aucune » ainsi que cela arrive 
entre P et /. Au contraire , il y aura certainement 
un nombre impair cVintersections ^ si les points que 
l'on considère sont placés de différens côtés » comme 
le sont XetE,XetI^ X et F» etc. De là résulte 
cette proposition analytique : entre deux valeurs de x,^ 
^ui, par leur substUution dans l'équation proposée , 
donnent deux résultats de même signe y il ne peut y 
avoir qu'un nombre pair de racines réelles ^ et il y en 
aura un nombre impair si ces résultats sont de lignes 
différens. 

. 4^. Enfin il arrive quelquefois que par suite des re- 
lations que peuvent avoir entre eux les coefficiens a, 
b y c y d y e y fy ^Xc. deux intersections consécutives, 
comme K et Jftf ^ se ràpprocbant continuellement , 
viennent i se confondre y et la partie JKLMY de la ' 
courbe prenant la forme du trait ponctué IL' Y , ne 
fait plus que toucher Taxe jiB} alors les deux racines 
représentées par AK et jiM , deviennent égales entre 
elles et à l'abscisse jiL'. On voit facilement que si 
l'équation proposée n'avait pas d'autres racines réelles, 
la courbe qui en dérive ne couperait son axe nulle 
part^ et qu'on ne pourrait par conséquent faire chan- 
ger de signe le premier membre de cette équation , 
par aucune substitution. Il n'en serait pas de même 
dans le cas où trois intersections se réuniraient : la 
courbe couperait au moins une fois l'axe, soit avant, 
soit après ; et pour s'en convaincre , il suffit de voir 
ce qui resterait de cette courbe si les trois pointe 
HyK et M y on F y H et K ,^ venaient à se confondre. 
En suivant ces considérations . on reconnaîtra que , 
par la réimion d'un nombre pair dlntersectioz^ , la 



jl6d APPLICATION 1>£ t'ALGÈBRE , etc. 

Courbe détiv^ de Vèqusttion proposée « peut se trouver 
tonte eiitière d'un mêrae côté de l'axe, mais que 
cette circanstance R*a jamais lien lorsque le nombre 
des intersections , confondues en une seule , est im- 
pair; et oo conclura de là que, lorsqu'une équation 
a'a pour racines réelles qu'un nombre pair de racines 
égdes, il eàt impossible d'en reconniatre l'existence 
par aucune substitution. - 

Souyemt l'inspection d'un petit noml»'e de points de 
la courbe , suffit pour indiquer l'espace oà eHe s'ap-* 
proche le^ phss de l'axe des abscisses ; alors multipUànt 
dans cet espace le nombre des points déterminés^ on 
parvient à s'assurer s'il j a un contact ou bien des 
intersections , et si par • conséquent l'équation propo* 
' sée a des racines rigoureusement égales ^ on seuleinent 
peu différentes les unes des autres : dans ce cas, la 
construction de la courbe sert autant à faciliter U ti^ 
dolution numérique qu'à en éclairer la marche* 
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APPENDICE 

Contenant les premiers Principes de 
ru4pplicatian de T Algèbre aux Sur- 
faces courbes et aux Courbes à double 
courbure. • 



Observ. Je crois devoir prévenir les 
Lecteurs peu habitués à. ce genre de consi- 
dérations, qif ils trouveront dans le Corn- 
plénèsnt des Élémens de Géométrie y les 
nottons préliminaires indispensables pour 
Finteffigence de ce ^uî va suivre. 



Équation du plan et de la lign^ droite. 

175. JLiA manière la plus commode de fixer la 
position d'un point quelconque Af dans V espace, y^. 72^ Fig. 73. 
est de le projeter d*ab<yrd sur un plan BAC donné de 
position^ en abaissant sur ce plan la perpepndiculaire 
MM^'et de rapporter ensuite la projection ifif', à 
deux axes AB et AC^ perpen^icolaw'es entre eux> 
par les coordonnées AP et PM\ Cela revient à rap- 
porter ïe point lui-même, aux troisplans BAC^ BAD 
«t DACy perpendiculaires entre eux ; car les cdordon-* 
iiée$ AP et PAT, situées dans le plan BAC , repré- 
sentent les distances MM" ef MM" du point propo- 
sé itf^auxdeaxautresplms DAC et BAD. Lesidroite» 
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AB^ ACy AD ^ euirant lesquelles les plans coordon^ 
nés BAC y BAD^ DAC^ se coupent deux à deux^ sont 
le^ axes des coordonnées; et on les distingue entre elles 
par la lettre qui marque la coordonnée qui leur est 
parallèle. Ainsi , en faisant AP 3= x, PM* '=>y » 
IfMzriZy la ligne ^10 sera l'axe desx, la ligne 
AC, celui des^y et la W^n^ AD , celui des 2. 

Les plans coordonnés reçoivent eux-mêmes des dè<^ 
nominations semblables. Le plan BAC s'appellera le 
plan des x et y ^ parce qu'il contient les coordonnées 
X tty^ La projection M' du point J[f , sur le plan 
JSAD , étant rapportée aux deux axes AB et AD » 
parles coordonnées APz=zx et PM' '=.M'M'=i%^ 
ce plan sera désigné sous le nom de plan des x et s. 
Enfin la projection ikf du point M^ sur le planDAC^ 
étant rapportée aux axe^ AC et AD , par les coor- 
données AQzr:: P3f =y et Çilf = M'M. == » , Cô 
plan sera désigné sous le nom de plan des ^ et z. 

m 9 

Il faut observer , 1^. que les coordonnées^ et z sont 
nulles en même temps pour XaoA les points de Taxe 
des Xy AB \ qu'il en est de même d^ x et de ^relati* 
vement à l'axe des z y AD* 

I 

a*. Que pour tous les points du plan BAC y la coor- 
donnée z est nulle , et qu'elle a une valeur constante 
dans tous ceux d'un plan quelconque , parallèle à ce 
premier 5 ensorteque cette équation^ z = c ^ lorsqu'elle 
est seule et qu'on n'a aucune autre détermination rela- 
tivement aux deux coordonnées restantes x et y y doit 
être regardée comme désignant tous les points du plan 
mené parallèlement à BAC y à une distance égale à c. 
On verra de n»ême que^ est nulle pour tous les points 
da plan BAD > et que l'équation du plan qu'on mène« 



; 
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tdt parallèlement à ce premier , à nné distance b, &«<-< 
raity=ft. 

Si on réunit ensemble les deux équations ^ = c et 

y=:by c'est-à-dire^ si on suppose qu'elles aient lieu en 

même temps ^ elles désigneront une droite parallèle i 

l'axe des x , et menée par le point du plan des y etz, i 

dont les coordonnées sont c et 2» ; car il est facile de { 

Toir que cette droite peut être regardée comme Tin- i 

tersection de deux plans respectivement parallèles aux, j 

pla&s BjiC, BAD. \ 

i 
Enfin ^ dans le plan DAC^ la coofdonnée x sera ' 

toujours nulle ; et x= a sera l'équation du plan mené 
parallèlement à ce premier ^ à une distance égale à a. 
Les trois équations aï=c, y = ft, x =a, étant réu- 
nies ^ ne peuvent plus appartenir qu'au point qui se ■ 
trouve dans l'intersection des trois plans respective- 
ment parallèles à chacun des plans coordonnés. 

176. Je vais examiner maintenant ce que signifierait 
une seule équation , entre deux des trois indétermi- 
nées a: 9^ et &; et je prends pour exemple zr=z Ax» 
On voit d'abord (87) que cette équation appartient i 
une droite ^iV^y fig. 73^ menée dans le plan, des xFîg. 7)., 
et z, BAD} mais elle a encore un sens plus éteiidu; 
car si on conçoit que la droite AN*' se meuve paral- 
lèlement 4 elle-même le long de l'axe AC^ des j^, 
dans quelque position qu'elle s'arrête , l'ordonnée z , 
du M'm y^ prise au point quelconque ]lf situé sur la 
droite P3fy parallèle à AC ^ sera égale à l'ordonnée 
Pm"y correspondante , dans le plan BAD , à l'abscisse 
AP=^ QM\ La droite AN**, par le mouvement que 
je lui suppose , décrit le plan JN^AC, passant parles • n 

droites AN" et AC) on aura donc z = Ax pour tous 
les points de ce plan. ^ 
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^ 

On trotirerait dé» CùnakpnenccB analogne» pour k» 
autres plans coordonnés , en prenant des éq^atioMi 
entre les indéterminées qu'il contiennent; mais il yâat 
mienx passer tout de suite à un cas plus général^ et 
considérer relation z = j4x + Sy, 

• En y faisant jr=: o , il viendra 2 = ^ir , d'où Ion 
conclura que la ilroitc AN^ , qui se trouve corn-' 
prise dan» cette dernière , ren{e|-nte tous les point» 
coDEHUnns à la surface représ^é» par l'éqiiatipn 
z-zz Ax + By , et au plan coordonné fi AD y sur 
lequel^ est toujours nul > et que par conséquent cette 
ctroite AN* est l'intersection oe tt pl^ , drec la sur- 
lace proposée. 

Lorsqu'on fait x =2 o , on obtient »ts= By , équa- 
tion qui appartient à Une droite AN' n&enée par l'o- 
rîgfne A, dans lepkn DAÇ, et qui est l'intersection 
de ce plan , avec la surface représentée par Téquatiou 

z = Ax + By. 

Si maintenant on conçoit que fa ligne A^^ so 
meuve parallèlement â efle -même le long de AN"^ 
elle décrira le pIaniV*-^W'; et qufand elle seraparve- 
nue dans une position quelconque 7ttl*M ^ la portion Mm 
de Toidonnée M M sera égale et parallèle à Cm* : oû 
aura par conséquent 

d'oiil résulte que le plan DT AN", passant parles lignes 
AN" etAN^t dont les équations sont 

z-=.Ax, z=By, 

à lui-même pour équation 

» 
z = Ax •+• Byi 



, Si le plan proposé > au liea dé passer par rorîgiûe ^^ 
se trouvait dans une position G'EG'\ détenniiiéa pai^ 
les lignes EG'\ EG", respectivement parallèles à jiN"^ 
et à AN^, il serait parallèle à N'AN", \ et en prolonr 
géant Tordonnée de celui-ci jusqu'à ce qu'elle ren«* 
contrât le premier ^ on aurait 

ML= 3fM+ ML = M'M+AEi 

en nommant donc D là distance AE » et «rorâoùnée 
M' IL , il viendrait , d'après ce qui précède , 

zrzzAx'^Sy-^D. 

Tdle est l'équation d'un plan mené dans une po-* 
tntion quelconque : il est aisé de se convaincte qu'elle 
représente l'équation générale du premier degré à 
trois indéterminée^; car cette dernière ne peut être 
que «de la forme 

et en la divisant par y y elle rentrera dans la première» 
lorsqu'on aura posé 

-î=^, -5=»fi, ^^^D. 

y y y 

On voit donc que le coefficient y n'ajoute rien i la 
généralité de l'équation : je conserverai séanmoînâ 
pour rendre les formules plus symétriques , etjere* 
présenterai l'équation d'un plan quelconque par 

^x4- iE[y + Ca + 1>= G ; 

mais il faudra se rappeler que, dans tous les résultats > 
il y aura une des constantes qu'on pourra supposer ' 



/ 



/ 
\ 
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^1e i runké, on déterminer par des conditions par-^ 
ticuUères. 

177. En faisant snccessîvement x,yetz nuls , dans 
l'éqnatîon de ce plan , on trouvera qn*il conpe celui des 
^et£ dansnneligae dont l'équation est By^-Cz+D^o, 
celui des x et « , dans une ligne dont l'équation est 
jix+ Cz+ Dz=io, et enfin celui des x et y dans 
une ligne ayant pour équation jix -f* By 4* D = o. 

L*étendne des plans étant indéfinie , il faut concevoir 
que le plan CEG' soit prolongé derrière les plant 
coordonnés BAD , iyAC\ il rencontrera alors le plan 
BAC, et passera dessous. Toutes ces circonstances 
peuvent ^e lire dans son équation , en observant que 
chacune des indéterminées x> ^ et z, doit être j)rise 
positivement et négativement 3 et que si les parties ^^, 
W\%*T^^C tt AD ^ Jlg. 7a, des axes des coordonnées , ré- 
pondent aux valeurs positives de ces quantités^ les 
parties opposées Ab, Ac et Ad, répondront aux va- 
leurs négatives. ,Cela peut se prouver immédiatement 
par le cours des lignes situées dans les plans BAC , 
BAD et DAC'j on y parviendrait encore en trans- 
portant chacun de ces plans parallèlement à lai-mênie> 
de manière- à rendre positives les ordonnées négatives 
qui lui sont perpendiculaires , et on raisonnerait alors 
comme on l'a fait à l'égard des lignes (76}. 

Il suit de là qu'on peut distinguer dans lequel des 
boit angles trîèdres que les plans coordonnés forment 
antour du point A y tombe un point proposé, par 
le moyen des signes dont ses coordonnés sont.af-; 
fectées ; il suffit pour cela de remarquer que lors- 
qu'on prend " • * 



l 
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+ «» + y» + »> dans l'angle ABCD , on a 

+ ^> H- y, — s, dans Tangle ABCd , 

4" fp* — y» 4" *• dans l'angle ABDc^ 

— ^j 4" J^* + «> dans Tangle ACDb , 
H- ^j — J'» "^ *i dans l'angle ABcd , 

— X, — y, + ^> dans Tangle ADbc , 

— ^f + y» "" «* dans r angle Afbd, 

— ^> "~ J'* "" »» dans Tangle Abcd. 

178. Une ligne droite est donnée toutes les fois .qu'où 
connaît deux plans gui la contiennent > et dont elle est 
alors l'intersection , parce que les coordonnées de ses 
points sont communes aux équations de ces plans. 
Soient donc 

Ax +By +Cz4-I> =0 (1), 

A'x+B'y+Cz+iy^o (a), 

S 
les équations des plans donnés } en regardant les in^ 

déterminées x, y et z, comme ayant la même va-* 
leur dans ces deux équations^ il n'en restera qu'une 
qu'on puisse prendre arbitrairement^ et les deux autres 
calculés en conséquence de la première , feront con- 
naître la position des di£Férens points de la droite 
proposée. 

Les équations (1) et (a) ne sont pas les seules qui 
puissent représenter la droite proposée ; car elle se 
trouve dans une infinité de plans difFérens : mais ou 
choisit ordinairement pariai toutes les équations qu'elle 
pourrait avoir ^ celles qui ne renferment que deux des 
coordonnées x , y et z» 

En éliminant successivement x, y et z, entre les 
équations (i) et (d) ^ on obtiendra W trois suivantes: 




qui deviendront 



ttZ — >'X+ gt=o (4), 

^x— tfy + Ç=o (5), 

«n faisant^ pour abréger , 

Afy^ADT:z /, BL/^B'D^ê, CD'-^CP^tl. 

Deux' quelconques de ces équations suffisent pour 
remplacer les équations (i) jçt (9)^ et comprennent 
impliciten>ent la troisi^e. En eS^t , à. on multiplie 
l'équation (3) par « ^ Téquation (4) par fi » Féquation 
(6) par y, et qu'on ajoute les produits^ oxi trouvera 

tfJ+i8f + yÇ = o, 

résultat que la substitution des valeurs éeet^ fi ,y^ î"^ 
€ et Ç y rendra identique , ou qui exprimera la condi- 
tion que doivent remplir ces quantités , pour que les 
équations (3) , (4) et (5), étant données à priori, 
puissent appartenir à la même ligne droite. 

L'équation (3) qui renferme la relation que doivent 
avoir entre elles les coordonnées^ et«, pour tous les 
points de la droite pmposée , apparti««t à l'ensemble 
des projections de ces points s«r le plan deBy et 9 ^ et 
est par conséquent Téquation de la projection de la 
droite proposée, sur ce plan (^CompL des Élém. de 
Céom. , n**4)- On verra de même que l'équation <4) 
appaxtientà la projection de cette droite , ^ae le pian 



\ *^ 
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des X tXz, et que l'équation (5) est celle de sa 
projection «ur le plan des x et y. Deux quelconques 
de ces projections étant données^ la droite est entiè- 
rement déterminée 5 cela est évident par l'analyse pré- 
cédente , £t parce que ]a droite proposée n'est autre 
^ue l'intersection de deux quelconques des plans pro- 
jetans ( CompL 5), plans dont l'équation est la même 
, que celle de la projection sur laquelle ils sont éle- 
vés (176). 

17g. L'équation générale du plan ne renfermant que 
trois constantes nécessaires, il suffit d'un pareil nombre 
de conditions pour la particulariser. J'indiquerai suc- 
cessivement celles de ces conditions qui ee rencontrent 
le plus fréquemment , et je traiterai en même temps 
Jes questions analogues , ' relativement aux lignes 
droites. 

Lorsqu'il faut faire passer on plan par trois points » 
• dont les coordonnées sont 

^'>y»»'. /,«',*"> ^.y.'T. 

on mat successivement 

x^, oj", cxfy au lieu âe x, 

y» /> y"^ *« '^®" ^^y> 

z\ a", z*, au lieu de a , 

I 

dans l'équation générale du plan , 

Ax + By-^ Cz^ D^o ^ 
«t il vient les trois équations luisantes : 

^x' 4- ^y + c«' + -D = o , 

^x*4- By' + Ca"+ Z> = o , 
Ax'-^ By'-^ C*'+ Z> =; o , 
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au moyen desquelles on détermine les ({nantîtes ^g 



B 



^ , ^ , et on trouve 



^_ ^(y-/)-«'(y--.o+a'(y-j^') . 

B aj^Çg'— z'O— <(a^— O + gy— «*) 

C_ y (x«^ a;-) -y (a<- aQ +y (a^- x ") 
' D ~ af(y'z''-yz,')—x\yt'-y'z'}-j-x'(yz'-y"z')i 

n est aûédevoir qne si on voulait déterminer les 
équations des projections d'une droite qui passe par 
deox points donnés , on y parviendrait d'une manière 
analogue , en substituant les coordonnées de ces poia^» 
dans les équations générales xssaz +a , y = Â2 -f- ^ j 
et on trouve ainsi 






z^O, jf-y=-^ (, - *') . (88). 



i8o» Pour reconnaître quand deux lignes données 
sontdansun même plan ^ ou, ce qui revient au même » 
se coupent j il faut s'assurer si les indéterminées x> 
^ et 2 peuvent être communes aux quatre équations 
des projections de ces droites ( CompL 19 ) ; or il est 
évident qu'en* éliminant x,^ et c ^ il restera une équa- 
tion qui exprimera la condition sans laquelle les équa-' 
tions des droites proposées ne sauraient avoir lieu pour 
le même point. Soient 

a? s= £» + * ) at s= (/z + «' ^ 

jf = fa+/SJ y = Vz + e!] 

les équations ^de ces droites; on en tirera survie 

champ 



\ 
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ctamp 

az4-tf = û'z + rt', bz + fi—h'z + ^\^ 

£t éliminant 2) il ,vSe4d](a 

(^*_^) .(i'_ è) — (^' — ,£) (a'~û) ;=o. 

181. :Deux plans, qui sont, parallèles ont leurs coin- 
munes sections , avec chaque plan coordonné , respec- 
tiyeçieî^t parallèles entre elles (Comfil, i5) j mais si 

Ax^By4^Cz+Q=o, /x+£y+Cz+2y=o, 

représentent les équations de ces deux plans, leurs 
communes sectionsrespectives avec .les plans des x et 
«, et d^s j et z, ^^uront pour éouation» 

My + Cz + D = o, By-{- C'z'+ D''=o, 



•.. > 



et ne seront parallèles deux à deux que lorsqu'on aura 

Tirant de ces dernières les valeurs de ^' et. de 5' on 
obtiendra pour l'équation du plan parallèle au premier , 

•-• ' • • t. . . 

n reste 1/ à détemiinevdans ce, résultat; crr eii suppo- 
sant que le plan cherché doive passer par un peint <[ont 
les coordonnées soient x\ y et z% on aura 

retranchant cette. équation d^'k j>Fj&cédente, D' dispa- 
Trigonométrie. 6* édition. 18 
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c 

r^tra, et dirisant alors par -^^ il ykndra 

Il ett à propos de remarquer qa*en regardant A^ B^ C, 
eomme des quantités quelconques , l'équation ci-dessu» 
sera commune à tons les plans qui passent par le point 
proposé. 

Puisque deux droites sont parallèles lorsque leurs 
projections, sur chacun des plans coordonnés , sont res- 
pectivement parallèles (^CompL âo), leurs équatioos 
jerooti dans ce cas , de la forme 

yz=zbz+fij y=bz + fify 

*$! la seconde doit passer par le point dont les coor- 
données sont x', y* et z\ on aura, pour déterminer 
se' et fil^ les équations 

a/ = a»'4-*' et y=bz' + fi\ 

dont on tirera , en opérant comme tout-à-Vheure , 

;« — a/ = a(z — O, ^— y=i(^ — àO• 
l&i, Pour trouver Téquation d'un plan perpendi- 
culaire à une droite donnée, il faut se rappeler que les 
communes sections de ce plan , avec chacun des plans 
coordonaée, sont perpendiculaire» aux projections de 
la droite donnée ^Comp/. 3fi). Soient 

xi=a2 + ^» J' = &« + ^» 
les équations de cette droite , et 



/ 
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celle du plan chercbé ; les communes sections de C6 
dèfniet^ sut le plan des x et 2^ et des^ et i&, seront 
représentées par 

-/fx+Ca + Z/=o ou 0? = -T 3, 

A A , 

-»y + C» + I>==o ou ^=— ^ — ^; 

et pour que ces droites soient perpendiculaires aux 
projections de la droite doQnée, il faudra qu!on ait 

I 
Substituant les valeurs de A et' de B ^ tbrées de ces 
équations I dans celle du plan cherché ^ on aura 

C(ax + iy + z) 4. Z>i= o; 

et si ce plan doit passer par le point dont les coordon- 
nées sont o/^ y et 7! ^ son équation deviendra 

a(jî— a;') + i(j— y )>+ *— >' = o. 

Si l'équation du plan était donnée/ et qu'on deman- 
dât celle de la droite qui lui est perpendiculaire , il 
jpaudrait alors remplacer a et 6 par les valeurs indiquées 
ci-dessus^ il viendrait 

pour les équations de la droite perpendiculaire au plan 
représenté par u^x + i[y + Ca + P = o , et assnjétie 
à passer par le point do^t les coordonnées sont x\ y 

iSS.La distasce dn point H, Jig. 7a> dont les coor* rig, 7>.. 

18.. 



HyG APPENDICE, 

données sont x, y et z, sl Torigine A , a pour ex-* 
pression 



\/^P +Pali'+Mifer'*=V/x^+/+a- (^Compl. 24). 

Celle de deux points quefconqties lU et m, s'obtient 
en prenant PO=pm\ M^N^^-itim^ et en considé- 
rant les triangles m'OM* et mNM , rectangles rimen 
O, rautre en iV : il en résulte 



m! M' =7nfO + MO , mM = wiV -f- M^^ \ 

mais en désignant par x\ y'^ z\ les coordonnées du 
point m^ il vient 

m'Ozzzx^ccf, MO—^-^\ MN = z — z\ 

et observant que mN=i m' M', on trouve 

i84' Ceci mène à 1 eqiiitjo'n'^de la sphère, puisque 
tous les points de sa, surface. devant être Qg9lement 
éloignés de son centre « «i on suppose d* abord qu'il soit 
à l'origine et 'que le rayoa soit f, on aura dans tous 
ces ^points , 

et&i lereooitlonnées^tt centra sont a?', y, V, îHrîendra 

.. (X -x')«+ (j -yy-h (» - »')• = »". 

'*' 'i851 Ce qui préc^e'ftit* trouver d'une manière très- 
iiin^leFFé:xptession dti eosinu» de l'angle compris entre 
deux droites données. Soient 

y-y=zbiz-z^)f y-y = b'iz^z')i 
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les équations des projections de ces droites., qui se 
coupent au point dont les coordonnées sont a/, y' et z*" ; 
si on imagine qu'elles se meuyeBt^ parallèlement à elles- 
mêmes, jusqu'à ce que leur point d'intersection soit 
à l'origine , leur angle ne changera pas, et les équations 
ci-dessus se réduiront à 



y == bzi y = Vzy 



Si l'on conçoîr ensuite une sphère qui ait son centre 
à l'origine , et dont le ra3roii soit représenté par r, 
la distance des points où sa surface coupera chacun 
des côtés de l'angle cherché , sera éyidemnient k corde 
de cet angle. On trouvées les coordoii^ées du point de 
rencontre de la première droite avec la surface de la 
sphère, en déterminant se y y et z, jpar les équations 
de cette droite , et par celle de la sphère ; on aura 
ainsi 

ar bt J' . 

nommant a/, y et V» le^ coordonnées du point de 
rencontre de la seconde droite avec la surfs^ce de .la 
sphère , on aura de même 

L'expression du quarré de la distance de ce point iju 
précédent , sera {x — J?' )* -f ( v — y' )*+ (a — jl )? y 
et §n y mettant pour x — x\y — y, z — z\ Jei^rs va- 
leurs , on trouvera^ après les réductiojçjs, 

il* "■•» *■«!'; ■ > '' ,t t ' T 7' , ' .. ' ' " '* ii i»! ■»^.» . b 
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Mais an nommant /^l'angle cherché ^ sa corde sera 

l/afl*— a/lcos;^ (i3)^ 

R désignant le rayon; et faisant ce rayon = i, on anra 
pour le quarré de la corde a(i-— cos^) ;puis comparant 
avec l'expression trouvée ci-dessus , dans laquelle on 
fera aussi r = 1 » il viendra 

• • » 

cos/^= 



n sera fiicile de déduire de là 

Pour que les deux droites proposées soient perpen-^ 
diculaires^ il faudra qu'on ai^ cqs^= o, et par consé* 
quent 1 -f-aa' + W = o. 

186. C'est ici le lieu de parler des relations qui 
existent entre les angles que fait une droite quelconque 
avec les axes de* coordonnées, parce quon les a in- 
troduites depuis avec beaucoup de succès dans la mé^ 
canique, et quelles donnent plus de symétrie aux 
équations de cette droite. 

Pour y parvenir par le moyen des expressions da 
n® précédent, je suppose que la seconde droite doo* 
née soit l'un des axes , celui des x , par exemple : 
dans ce cas, on aura^ =[0, quel que soit x ; ainsi 
V zn o. Observant ensuite que d'après Téquatioa 
X :=sz a'z^ a' désigne la tangente de l'angle que fait 
avec Taxe des z (86) la projection de la ligne dont 
il s'agit, angle qui est droit quand cette Tigne coïn- 
cide avec l'axe des x , on verra que a' est infini (a4)- 
La supposition de y = o réduit d'abord reiq>res8ioa 
de cosf^à 
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|/(i+o*-h6"XiH=a'0* 



et en divisant ses deux termes par a\ on lui donnera 
la forme 



1 , 



puis en y faisant a^ infini , elle deviendra 

a 



Telle est l'expression du cosinus de l'angle que la pre« 
mlère droite donnée &it ayec l'axe des x. 

On trouvera de même pour Taxe des ^^ par rapport 
auquel a' = o , et y est infini , 



|/i -f.a»-^6»* 



Pour Taxe des z, par rapport auquel à^sso et 
b' z=z o^ on obtiendra 



I 



^/i4-a*-f- A* 



En désignant respectivement par et» fi, y, les troi» 
angles dont )e viens d'indiquer les cosinus ^ on aura 

a ^ i 

COS«C= — , , =-. COSj« = 



1 



y/i4-a* + 6*' 



r 
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Si Ton quarre ces trois équations et qtton. les ajoute, 
il viendra 

comme on Ta remarqué dans le n° Sg du Complém. 
des Elém. de Géom. 

187. L'expression de cosy donnant 

—/ 

GOS^ 

si Ton substitue cette valeur dans celles de cos « et 
cosjS^ on en tirera 

COS afc , C08i3^ 

cosy * cosy * 

et les équations de la première droite donnée dei^iéndroirt 

( X — X ) cos y 25= ( z — a') cos A, 
(^y — y' ) cosy = ( s --* a') cosjS. 

Si Ton substitue les valeurs de a et de b dans l'é- 
quation dû plan perpendiculaire à cette droite , sa- 
voir , dans 

a(x — a:') + i(^— y) + {« — = (18a), 

on obtiendra ce résultat très-symétrique , 

# 

(a?— «' ) co» « -h f^'— y ) cosiSl+ («--r« ) coay = o,;. 

Enfin si Ton désigne par <*', jS', y', les angles qu'une 

seconde droite fait avec Jes ajces des coordonnées) «e 

qui donnera ' 

, cos et' ,. cos iS' 

a = V = — ^ — ^^ 

cos y ' : coi y 
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Texpreseion qui désigne le cosinus de Tangl^ que 
cette seconde droite fait avec la première (i85)y se 
changera en 

COS /^= 008 fit COS *'•+■ COS fi COêfi' -f- COSy COST'^ 

si Ton fait attention qne 

C0SA*+COIi8*-}-COS>*= 1 , COSflt'*-f-COSiS'*4-COS7^'*= 1. 

188. L'utilité de ces formules peut faire désirer 
de les obtenir immédiatement , ce qui est facile par 
les considérations géométriques. 

1®. En supposant que la droite donnée soit trans^ 
portée parallèlement à elle-même à Torigine des coor^ 
données , et représentée par ^ilf , Ji^, 74 , on obser- Fig. 7 j- 
▼era que le triangle -^P3f est rectangle en P, puis- 
que le plan M'PM" est perpendiculaire à Taxé AB^ 
et on en conclura 



en mettant pour ÂM-=. l/a;*+j^*-f-a* (i83) et pour 
a: et^ leurs valeurs 02 et hz. 

On trouverait de même . 
cosQ^il/=4â=-^ 



AM y/x^^y^+z* y" 1 + a*+6* ' 



COS RAM = "-r=ri= 



A M y/ x^^-y -^a* V^ 1 + a'+i^ ' 

Ainsi on parviendrait sur-le-champ , par ce mojnen ^ 
à la relation 



cosPAJU -f- COS QAM.+ co$RAM = 1, 



I 



V 



' 
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a*. Le triangle APM donne AP sst AM cmPAM; 
on aurait de même ARzrzAM cob RAM , et comme 
AR = PM\ a viendrait 

AP co» PAM j, V ar co§ et 

dou -=: , 



PM" ~ cos RAM* z cosy 

en représentant par « et ^ les angles que la droite 
AM fait arec l'axe des x et celai des s. On aurût 
de même 

y _^coB^ 

z COSJ^* 

$ désignant I*angle compris entre la droite proposée 
et Taxe des jr. 

3*. £nGn on indique quelquefois une droite par 
Tangle MAM' qu'elle fait avec sa projection sur le 
plan des X , jr » et par laogle M'AP que fait cette 
projection avec l'axe >des x. Soit 6 le premier angle » 
et ^ le second, on aura 

MM =AM sîii MA3r, ou z = AM sin», 
AM' =AMcos,MAM\ ou AM = AM cosb, 
PM -z:^ AM i\ïiM AP ^ ou ^=^JIfcos6 sinf , 
AP = AM'cwM'AP , ou X = AM cos 9 cos «. 

Si l'on rapproche ces dernières expressions de x^ 
de jr et de s I de celles qui résultent des équations 

X cos ce y coB 

z cos^* z cos^* 

en faisant attention que y, désignant Tangle RAM, est 
le complément de MAM' ou de fi, il viendra 

cos ^ = sin 6 , cos j8 =: cos S sin ^ , cos «t = cos cos f . 

En quarrant ces dernières équations et les ajoutant » 



APPENDICE. fi83 

t>ii retrouYerait encore comme ci- dessus, 

C089/^ + C08l8* + C08«t*=5 1. 

Je terminerai cet article , en £aisant reoiarquer que 
toutes ces relations rentrent dans des résolutions de 
triangles sphériques rectangles (SBi). 

i8g. Le cosinus de l'angje que deux plans quel- 
conques font entre eux , se déduit immédiatement du 
n** i85j car cet angle est égal à celui que font deux 
droites, menées perpendiculairement [à chacun des 
plans proposés, par un point quelconque de leur 
commune section ( Complém, 4^ ). Ces plans étant 
représentés par les équations 

si on conçoit qu'ils se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes, jusqu'à ce qu'ils soient parvenus à Tori^ne 
des coordonnées , leur angle ne changera pas , et leura 
équations se réduiront à 

celles des droites qu'on mènera perpendiculairement 
à chacun d'eux, par ce point, seront (i8â) 

_A _A' 

B B' 

substituant donc dans l'expression de cos V^ au liea 
de o et 6, de o^ et V ^ les valeurs que donnent ces 
équations, il viendra 

_ AA' ^BW'^CC 



t/(^»+.i5»+C*) (^'»+^'»+C0* 
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Si l'un des plans proposés, le second^ par exemple, 
était celui dès x et j^ , pour lequel on a toujours 
z = o, il est évident qae A et B' deviendraient nub 
dans cette supposition , et que ces /^ se réduirait à 



C 



\/j^ + j5* + O* 

On trouvera de même que le cosinus de Tangle formé < 
par le premier plan proposé, avec celui des x etz, 
pour lequel onajf=:o,-<^ = oetCz=:o, sera 

B 

l/j^^ B^+ O' 

tA. que le cosinus de Tangle du même plan avec celui 
des j et z, pour lequel x = o, 5'=:;o, C=:o, aéra 



Dans le cas où les deux plans proposés seraient per- 
pendiculaires entre eux, on aurait cos/^=o, et p^ 
conséquent A A' + BB" + CC = o. 

Des surfaces du second degré, 

190. Les surfaces, de même que les lignes, se 
divisent en ordres , suivant le degré de leurs équations. 
Le plan est la isurface du premier ordre , parce que 
son équation ne monte qu'au premier degré. Les sur- 
faces fiu second ordre sont toutes comprises dans 
réquatioo; 

Ax*+By''^\^z*+txDjEy+!àExz+QFyz > _ ^ 

la plus générale* qu'on puisse former dans le secon 
degré , avec les trois indétca:nïinée$ J^y y et z. 



V 



APPENDICE. û8S 

En résolvant cette équation par rapport à Tune de 
ces lettres y par rapporta z, par exemple , on trouvera 

c — 

^^/{ (K''+CL)+f3^iEK^€G)x+2(FK^CH) y 

Ce résultat fait voir qu'au même point du plan des x 
et y, répondent deux points sur la surface proposée ^ 
et que par conséquent chacune des valeurs de z produit 
par la substitution de toutes Iqs valeurs possibles de x 
et de;y , une portion de surface qui est, par rapport jà 
-la surface totale , ce que sont les branches d'une courbe 
à l'égard de cette courbe : on donne à ces portions le 
nom de Nappes. 

On remarquera d*abord que la partie rationnelle de 

la valeur de z exprime Tordoonée d'un pian tel ^que 

•si Ton en faisait partir les ordonnées de lai.aarbtce, 

en posant 

. Ex + Fy + K 
z-l ^ ~ u, 

rindéterminée u aurait deux valeurs égales, Tune po- 
sitive et Tautre négative : le plan dont il a'^git est donc 
à regard des surfaces du second degré, ce qu^est un 
diamètre par rapport aux courbes de ce degré. 

On. se ferait difiiciTement Tidée de la forme que 
doit affecter une .surface dpnt on a l'équation , ^i. 
on n'en considérait que des points isolés ;f mais. i\u 
lieu de cela, on imagine une infinité de sections 
faitesT^àns cette surface par' des plans , que pour plus 
de simplicité on prend parallèles à \m des plans coor- 
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donnés : le cours dé ces diverses courbes étant contm ^ 
leur continuité rend sensible la forme de la surface 
proposée. 

Tons les points d*un plan mené parallèlement à 
celni des x et y , à une distance désignée par a , étant 
cumpris dans Téqnation » = a, si on substitue cette 
valeur dans l'éqnation générale des surfaces du second 
degré» le résultat^ 

exprimera la relation qu*ont entre elles les coordon- 
nées du plan des x et jr, pour les points de la sur- 
face proposée , distans de ce plan de la quantité a , 
et appartiendra donc sur le plan des x et y^ à la 
projection de la courbe, dans laquelle le plan doot 
l'équation est z=za, rencontre la surface du second 
degré; et comme ce plan est parallèle i^ celui des x 
et ^ y il est évident que la section faite dans la surface 
même ne différera pas de sa projection sur le plan dont 
il s*agit. 

En prenant pour a diverses valeurs , on aura diverses 
sections parallèles au plan des x , jr ; si Ton fait a^::=o, 
réquation résultante 



4-aGx+afly /~ ' 



4- aGx+ aHy 

donnera la courbe du 'second degré , dans laquelle h 
surface rencontre ce plati. On déterminerait de la même 
manière les équations des sections parallèles au pies 
des X et s et à celui des y et z. 

On conçoit facilement , et on en a d'ailleurs vu 
Tezemple surU sphère (i&û 9 qjip les surfaces^ sui- 
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vant qu'elles sont placées d'une manière plus ou moins 
sjrmétnque par rapport aux axes des coordonnées , ont 
des équations plus ou moins simples^ et que par 
conséquent pour analyser les diiFérentes espèces de 
surfaces 9 que peut représenter Téquation générale 
de celles du second degré , il faut d'abord la débar- 
rasser des termes qui ne dépendent que de la situation 
particulière des axes des coordonnées , ce qui peut se 
faire y soit en discutant le radical, d*nne manière ana- 
logue à celle qu'on a suivie pour les lignes du second 
degré, dans les n®* 111 — 120, soit en construi:*ant 
des formules générales pour la transformation des 
coordonnées dans l'espace, et en employant, comme 
dans les n®' iâ5-— 127, les quantités relatives à la 
position des axes, à simplifier autant qu'il est pos- 
sible Téquation générale. On peut consulter pour ces 
détails , qui sortent entièrement des Élémens , le pre- 
mrer volume de mon Traité du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral. 

igi. Je ferai remarquer seulement qu'on peut ti- 
rer du n® i85, l'équation du cône droit, placé 
dans une situation quelconque par rapport aux plans 
coordonnés. 

En effet , le cône droit étant engendré par le ibou- 
vement d'une droite assujétie à tourner autour d'une 
autre , en faisant avec elle un angle constant^ si on 
désigne par a , jS , y , les coordonnées du sommet , 
qu'on prenne pour la droite fixe ou l'axe du cône , 
les équations 

jT — fit = a (a — y ) , 
pour la droite mobile ou le côté du cône, les^ équations 



I 
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(jc — tf) = a' (z — 7) , 

le cosinus .de l'angle de ces Coites sera . 
x+aa' + W 

comme il doit être constant , on le reprèfientera par c , 
puis on observera que a , b appartenant à Vaxe au 
cône I désignent des quantités connues , et que 



z — y z — > 

En substituant ces valeurs, on formera l'équation 



va — yj \z — yj 



vA'+«-+'-)[-+C^)-+^'3 ' 

qpi se réduit facilement à 

en faisant , pour abréger , V^ 1 + a* + 6* = m. 



{*) Il est aisé de voir que si Ton faisait 2=0 , dans cette équation , 
le résultat , qui appartiendrait k la section dn cône par le plan des x 
^tjTf prendrait Ja forme de l'équatîon générale da sée^nd :degié à 
.deux inconnues, et qu'on ponncwt par ci; mpy^n mpplner fLlgébii'^ 
quemeht l'identité des courbes dn second degré avec ^es sections 
faites dans un cône droit par nya. plan; mais cette voie serait bean- 
coup plus compliquée et moins ^'nérale que celle qu'on a suivie dans 
les nom. iSa — i5iS,< pt^sqn'dn y a cOQsidt'vé un cdne quelconque. 
D'ailicurs, le calcul pour un cône oblique à base circulaire, se trouve 
danfi Vjippendix desuperficiebus, placé à la fin du second vqlurae de 
flntroductiô in analysin infinitorum d'Euler, imprrm(fe en t^^fi 

Si 






Si on place le jommet à lorigine det coordoanéef , 



«==<>, P=SOy ysso, 

^i on fait coïncider Taxe du cône avec Taxe des s ; 
îl vienta==ô,i=o, m=i, puisqu'on a sur cet 
«e , j= o , 07 Œo, quel que soit z ; et Féquatioa ci- 
•dessusse réduit à 






de laquée on tire , par l'éléfatio^ «« qoané; 

En fusant dans cette équation « =i n , elle derient 

iquation qsi appartient à un cercle dont le centre est 

dans Taxe des s , et dent le rajron est ^ 'Ilsuit 

c 

de là que tontes les sections faites par un plan- paral- 
lèle i cehii des x et y ^ dans le cône proposé » sont 
des cercles ^ -ce qui est d*aiUeuf s étident par la sature 
de ce cône. 

On tire de Téquatton ci^essus » 

est facile de voir que [/i — c* est le sinus de Tangle 
que fait le côté du cône a?ec Taxa des z , et que par 
Tlrigonométrie. 6* édition. i^ 



conséquent Ty= ^ est la cotangente de cet «p^I^ 

ou la tangente de celui que )^ piéne droite fait avec 
le plan des a; et j^. 

Si on voulait q^e le sommet du cône fût à un point 
quelconque de Taxe des 9 , cet axe eefecidant toujours 
a?ec celui du cône ^ on auirait 

m » 

En faisant â; = o^ on obtiendra Téquation de la 
courbe suivant laquelle le cône rencontre le plan 
des X y y t et qu'on peut regarder comme la base* 
Cette éqùatioâ sera 

C 'J. y " j " ' < 

ou 



« *■ '■» 



•lie app^rtteutà vn cercle dont le rayon est 



c . 



Si on repr^sdaté par r oe n^oa-, ^1^ aura 



réquatioQ 

c 

V' 

se changeant -alors» eft 



*~''=T7^?V^+^" 
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cr c 
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V/i— c* V^i— 0* 



=V^+/t 



yeiit être mise soas la fonnd 

4aas 1« cas où CCS 1 , elle ise féduît à 

ïgal Cette dernière é<Juatiôn, qui ne Contient plus 
que deux des troiâ dodfdonnéeè, appartient héanmoins 
À la suVface' éylindri^uë dans laquelle se transforme 
le cône lorsque son sommet s'éloigne à l'infiitl ; car c 
désignant le Icôsxmis de Fangle forme par la droite 
génératrice^ dii cotre et son axe , l'hypOtWse c = i » 
:renâ cet angle util ef établit le paralléli^m'e desdeusc 
droites dont ii s'agit t la première eh tournant autout 
fée la seeoiide , décrit donc la - surface d'un cylindre 
droit , perpendiculaire au plttù. àeii ce ety, et ayant 
•pour base , -eur ce pkn ^ k cêrole- dont le rayon 
•est ry et dont le centre e^t à l'origiiie des coot^* 
'données. 

Ceci conduit à remarquer qu*une équation quel* 
conque qui ne contient que .deux des trois coordon- 
nées , et qui ne désigne qu'une courbe sur le plan 
de Ces coordonnées, appartient , dansVespace , à un» 
surface, puisque la coordonnée qui tt*entre point dans 
cette équation f se trouvant indépendante des v deux 
autres y a. une in&nité de valeurs poàr chaque point du 
plan cité ; et ces valeurs répondent à tous les points 
de la droite élevée perpendicalairemeioit eu plan coor- 
donné par le point que Ton y considère. 

Uenseipble de toiitts les droites^ élevées ainsi sur 
fbaque point deia courbe i^ constitue une surface cylia- 
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dfiquë f en prenant cette déoomuietion dans fonte Té^ 
tendue qu'on Jni assigne dans le ÇomplémeiU iesiEUé^ 
mnu de Géométrieé 

Des courbes considérées dans T espace. 

ifi. Lorsqu'on envisage les courbes dans l'espace i 
elles résultent toufonrs de l'intersection de deux dor- 
faces 4 de même que la ligne drpite résulte de la ten— 
contre de deux plans (178). On peut , par exemple , 
indiquer un cercle» en donnant la sphère dont il 
ISût partie et le plan qui la rencontre. £n < suppo- 
sant que )a sphère ait son centre i l'origîne des ^oorr 
données^ et que le plan. soit quelconque^ le sjrstème 
dt8 équation» 

^ + y + «•«r* (0, . 

jix'hBy + Cz:^P (fl), 

appartiendra an. cercle suivant lequel se rencontrent 
la sphère et le plan proposé » puisque ce sptème ne 
conviendra qu'aux points qui se trouvent en même 
temps sur l'une, et l'autre surface. 

Il est visible qu!on peut transformer le ^stéme 
des équations (.1) et (ay en une ' ininité d'antres qui 
«oient équivalens^maifi le plus souvent on élimine alter- 
nativement une des trois indéterminées x ^ y on z , 
et Ton obtient , entre^ ces quantités combinées deux 
i deux^ trois équations qui appartiennent auxprojec^- 
lions de la courbe cherchée , sur chacun des plai^ 
coordonnés. 

ipans l'exesiple cî-^essns, on a 



ritfvnq 



~<->aa>^a^ 



Bpux qaelcoi^qnes de cet équations. donnant te troi-* 
iBième : elles appartiennent (lâS) i des elllptes qui 
sont les projections du cercle , sur chacun dee plana 
coordonnés ( CompL 63)< 

Pour concevoir nettement de quelle manière une 
courbe est représentée par les équations de ses projec-» 
tions ^ il faut considérer que ces équations appar* 
tiennent i des surfaces cylindriques élevées perpen- 
diculairement sur les projections (193) , de même que 
les équations des projections d*u|ie droite désignent 
aussi nés plans projetans. 

Il suit de là, que la courbe proposée résulte de 
Tinteisectiondes suvfaces cylindriques élevées sur deux 
de^ ses .projections ( CompL 77). 

194. Dans le plus grand nombre de cas , Tinter* 
section de deux surfaces courbes ne saurait avoir 
tnus .ses. points dans un n^ême plan, et forme alors 
une couïheè^ double courbure; telle est, par. exemple, 
Tintersection d'une sphère et d'un cylindre droit , 
lorsque J'axe du cylindre ne passe pas par le centre de la. 
aphère. 

Si l'on suppose que la sphère ait son centre à l'ori- 
gine y et que Taxe du cylindre étant parallèle à celui 
des 2 1 sa base , sur le plan des xety , soit un cercle 
passant par l'origine et ayant pour diamètre Taxe des 
07^ N les équations d,eÈ, surfaces contenant la courbe 
proposée, seront 

et Von aura pour les projections en rc, j^ et en of ^ «> 

aoa:— x*=^% 
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Le^ceÀt^e de la sphère se trouvant sar là rarfkce cfu 
cjrliiidre^ la conrbe proposée pourrait se 'décrire en 
fecaiit «ne peinte de compas êur cette surface, et 
faisant tourner Tautre sur la même surface , ayec une 
ouverture égale au rayoa de la sphère ( CompL 77.). 

Pour en trouver tant de points qu'on voudra, il faut 
déterminer les coordonnées y et e au. moyen de 
Tabscisse x , par les équations des projections , qui 
donnent 



y z=z {/qox — x', » = V^i* — 



naX' 



On reconnaît Tétendùe de la courbe proposée en 
assignant les cas dans lesquels ces coerdonnées de- 
viennent imaginaires; or, on se trouva de valeurs < 
réelles pour y que depuis x = o jusqu'à a: = sa , et 

pour z , depuis x = o jusqu'i x = — > du côté po- 
sitif , et depuis 07= o jusqu'à l'infini du côté négatif; 
mais il est évident qu'il ne faut prendre que la partie 
de Tabsciâse x, commune au)c deux projections, puis- 
qu'il suffit qu'une des cordonnées devienne imaginaire 
pour que la courbe ait atteint sa limite : elle ne 8*é« 

tendra donc que depuis aç = o Jusqu'à a^= — • 

La considération des projections elles-mêmes con- 
firme ce résultat. L'équation eri x et ^ appartenant au 
Fig.75. cercle JÈ'F'e, Jig. 76, qui sert de base au cylindre, 
et celle qui renferme xet z , appartenant a la pa- 
rabole H"///" , doût le paramètre =3 aa , et la distance 

Af = — , il est évident qu'on ne peut employer à 
Qa ^ ^ * . ^ 

la description de la courbe proposée que les portions 
E^Je et H"rh"^ de ses projections, correspondant^^ 
lur Taxe AJ£ à la partie Ar< 



-^ ' wm II Jif" 



l$S. £n£]i, pour d*as^rer ïuialyticjuemetit que la 
courba proposée a e»t pas plane^ il faut chercher ai:elle 
U9 peut êtrQ rjutwrfii^Jiou de Yun dea cylindrea éleyés 
sur ses projections^ par aucun pliait En dégigiiaut par 

r^^uAlioii il'rtn plan «pjtlconque > son iatersectioii avefe 
le cjiiiHÎre élevé sur la parabole H"rh\ serareprésen^ 
|ée. £lÀr. Ii9s éqyatioiis 

2aj?+ *■ = r* ; 

la prc^otion de eette intersection anra pour équatieâ 
Ènr le>pkia'des^ et s, 

et devra coïncider dans tous ses points , avec celle de 
la courbe proposée, sur le même plan desj' et z, qui 
«fit 

or on tire de la précédente , 

aqP — Jr^ — zaCz + A%^ 

y~ aaB * 

il faudra donc que pour toutes les valeurs de z^ on ait 

V oaB ) —^-^^ j^a^ -' 

En développant ce résultat» on lui fera prendre la 
forpie 

Pz^+ Qz^+ + Rz*+ Sz + T= o , 



1 



ks lettrèh P, Q, R^ S, et T, dctigutltt d«s côefficfens 
'fermés de» quantités utfi ^y C, Di et pour qp^ cette 
équation soit yérifiée indépendamment de 2, il faudra 
qa'on > ait séparément 

Psso, Q^xsOi Jl=î:o, 5==o, r=o. 

On s'assurera par l'élimination , qn*aiicmie de cee cinq 
éqaationa ne rentre dans les autres, et que par con- 
séquent on ne peut déterminer les quatre coefficieziS 
A, B, C, D, de manière i satisfaire à toutes en même 
temps : il n'y a donc aucun plan qui puisse comprendre 
la courbe proposée ; et si on voulait déterminer z par 
l'équation ci-deseus , on ne pourrait atoir an j^usqu^ 
quatre valeurs , ensorte que la courbe proj^oaée ne peut 
être coupée par un plan j en plus de quatre points. 
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